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FOREWORD 


随 着 我 国 经 济 .社会 的 发 展 ,为 了 适应 应 用 型 高 等 数学 教育 的 教学 改革 和 教材 建设 的 
需求 ,我 们 组 织 了 一 批 有 丰富 教学 经 验 的 教师 编写 了 本 书 。 本 书 以 应 用 、 实 用 和 适用 为 基 
本 原则 ,淡化 理论 并 突出 实践 。 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,我 们 结合 应 用 型 本 科 和 高 职高 专 的 
特点 ,对 比较 烦琐 的 定理 .公式 的 推导 和 证 明 尽 可 能 只 给 出 结果 或 简单 直观 地 给 出 几何 说 
明 ; 对 例题 的 选择 由 浅 和 人 深 , 讲 述 尽 可 能 深入 浅 出 ,力求 具有 一 定 的 启发 性 和 应 用 性 。 

数学 是 研究 客观 世界 数量 关系 和 空间 形式 的 一 门 科学 ,大 学 数学 是 应 用 型 本 科 和 高 
职高 专 学 生 的 一 门 必修 课 ,不 但 对 发 展 学 生 逻 辑 思维 能 力 和 空间 想象 能 力 有 不 可 替代 的 
作用 ,而 且 在 其 他 领域 与 学 科 中 也 发 挥 着 十 分 重要 的 作用 。 大 学 数学 是 一 门 非常 重要 的 
基础 课 ,不 但 内 容 丰 富 、 理 论 严谨 ,而 且 应 用 广泛 、 影 响 深 远 ,为 学 习 后 续 课 程 和 进一步 扩 
大 知识 面 奠定 必要 的 基础 ,帮助 学 生 培 养 综合 利用 所 学 知识 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ， 
增强 学 生 的 自主 学 习 能 力 和 创新 能 力 。 所 以 编写 一 本 适合 的 应 用 型 大 学 数学 教材 是 一 项 
十 分 有 意义 的 工作 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,我 们 参考 了 大 量 的 同类 图 书 , 特 别 是 参考 了 一 些 典 型 例题 和 习 
题 ,它们 是 各 位 老师 教学 经 验 的 积累 ,对 本 书 中 例题 和 习题 的 编写 起 到 了 很 大 的 帮助 作 
用 ,特此 说 明 并 致谢 。 本 书 中 有 的 章节 有 加 “x* ”或 ”xx ”的 内 容 , 属 于 附加 内 容 , 供 有 此 需 
求 的 专业 选用 。 

本 书 由 闽南 理工 学 院 孙 德 红 ` 石 莲 英 、 曾 健 民主 编 。 本 书 在 编写 过 程 中 ,得 到 了 闽南 
理工 学 院 领导 的 具体 指导 ,以 及 很 多 教师 的 协助 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 ! 

由 于 我 们 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 足 之 处 , 敬 请 有 关 专 家 、 学 者 及 使 用 本 书 的 师 生 批 
评 指 正 , 以 帮助 我 们 不 断 改 进 。 


编 者 
2019 年 6 月 
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函数 、 极 限 与 连续 


初等 数学 研究 的 对 象 主要 是 一 些 有 限 的 ,孤立 的 ,静止 的 事物 ,而 高 等 数学 则 更 多 地 
研究 运动 的 ,相互 联系 的 事物 ,而 且 往 往 要 用 无 限 的 眼光 来 处 理 问 题 。 函 数 是 数学 中 最 重 
要 的 基本 概念 之 一 ,是 现实 世界 中 各 种 变量 相互 依存 关系 的 一 种 抽象 ,也 是 高 等 数学 的 主 
要 研究 对 象 ; 极限 概念 是 在 研究 变量 在 某 一 过 程 中 的 变化 趋势 时 引出 的 ,是 微 积 分 的 重 
要 工具 。 高 等 数学 中 的 许多 重要 概念 ,如 连续 、 导 数 、 定 积分 等 都 是 建立 在 极限 的 基础 之 
上 ,而 极限 方法 也 是 我 们 研究 函数 的 一 种 最 基本 的 方法 。 本 章 将 介绍 函数 ,极限 及 函数 的 
连续 性 等 基本 概念 和 它们 的 一 些 性 质 。 


1.1 函数 


10:01 合 初 步 


1. 集合 的 概念 


集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 。 集 合 论 是 德国 数学 家 康 托 于 19 世纪 70 年 代 创立 
的 , 它 是 现代 数学 的 基石 。 我 们 先 通 过 例子 来 说 明 集合 这 个 概念 。 例 如 ,一 个 学 校 的 全 体 
女生 构成 一 个 集合 ,图 书馆 的 数学 类 藏书 构成 一 个 集合 ,全 体 自然 数 构成 一 个 集合 等 。 一 
般 地 ,所 谓 集合 (简称 集 ) 是 指 具 有 某 种 特定 性 质 的 事物 的 总 体 , 用 大 写 拉丁 字母 A,B,C,… 
表示 。 组 成 集合 的 事物 称 为 集合 的 元 素 ( 简 称 元 ) ,用 小 写 拉丁 字母 ,2,c,… 表 示 。 如 果 
a 是 集合 A 的 元 素 , 则 说 a 属于 A , 记 作 acEA; 否则 记 作 从 A。 一 个 集合 , 若 它 只 含有 
限 个 元 素 , 则 称 为 有 限 集 , 和 否则 称 为 无 限 集 。 

表示 集合 的 方法 通常 有 两 种 : 一 种 是 列举 法 ,就 是 把 集合 的 全 体 元 素 一 一 列举 出 来 。 
例如 ,由 元 素 a ,as，… a ARREA 可 表示 为 

А = {aisass san} 

另 一 种 是 描述 法 , 若 集合 M 是 由 具有 某 种 性 质 PP HLE х 的 全 体 所 组 成 , 则 М 可 表 
示 为 
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M= {zx | х RAH P) 
例如 ,集合 BETE —1=0 的 解 集 , 则 B 可 表示 为 
B= {х |2 —1 = 0} 
下 面 介绍 几 个 常用 数 集 。 
全 体 非 负 整数 即 自然 数 构成 的 集合 , 称 为 自然 数 集 , 记 作 N, Вр 
N 一 {0,1,2， 
全 体 正 整数 的 集合 为 
Nt= {1,2,3. ,n°} 
全 体 整 数 构成 的 集合 称 为 整数 集 , 记 作 Z, B 
Z= {595 пу — 2, — 1,0,1,2; пу) 
全 体 有 理 数 构成 的 集合 称 为 有 理 数 集 , 记 作 Q, 即 
o= {|pe zaen R 254 08] 
全 体 实 数 构成 的 集合 称 为 实数 集 , 记 作 R. R' 表示 除了 数 0 外 的 实数 集 ,R+ 表示 正 实 
数 集 。 
若 集合 A 的 所 有 元 素 都 是 集合 В 的 元 素 , 即 对 任意 z€ A, 则 必 有 +€ В, WEA 是 
B 的 子 集 , 记 作 ASB( 读 作 A ЕВ) ВОЛЕ BUR A). 
如 果 集 合 A 与 集合 B 互 为 子 集 , 即 ASB ВСА. ДИЕТА 与 集合 B 相等 , 记 作 
A=B., щш: 
A= (1635 
В = {zx |2 —4z=+3 = 0} 
W A=B, 
Ж“ ACB ВАВ, A 是 B 的 真子 集 , 记 作 ASB., Й, NEZEQSER, 
不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 作 名 。 例 如 ,集合 {z|zER 且 ?十 1 二 0} 就 是 
空 集 。 空 集 是 任何 集合 的 子 集 。 


2. 集合 的 运算 


Ë A.B 是 两 个 集合 , 由 所 有 属于 A 或 者 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A Hj B 的 并 
集 (简称 并 ) , 记 作 AUB, 即 
АЦВ = {zlz€A 或 zx Є B) 
设 A.B 是 两 个 集合 , 由 所 有 既 属于 A 又 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 与 B 的 交 
集 ( 简 称 交 ) , 记 作 ANB, Ш 
АПВ = {х |х ЄА Н=х є В} 
设 A,B 是 两 个 集合 , 由 所 有 属于 A 但 不 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 与 B 的 差 
集 (简称 差 ), 记 作 A\B, BJ 
A\B = {xr |= E A Hr € B) 
如 果 我 们 研究 某 个 问题 限定 在 一 个 大 的 集合 工 中 进行 , 则 所 研究 的 其 他 集合 A 都 是 
T 的 子 集 。 此 时 , 我 们 称 集 合 I 为 全 集 或 基本 集 ; 称 INA 为 A 的 余 集 或 补 集 , 记 作 AS. 
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例如 ,在 实数 集 R 中 ,集合 A= {zx10 二 zx 三 2} 的 余 集 就 是 
АС = {x |Ç;| s TÑ#SHFAbÀm=> 23 


3. 集合 运算 的 法 则 


(1) 交换 律 : AUB=BUA,ANB=BNA; 

(2) 结合 律 : (AUB) UC=AU(BUC), <ANBDNC=AN BNC); 

(3) 分 配 律 : AUBNC=(AN0OU BNC, (4AnB)UC=(CAUCnCBUC)， 
(4) 对 偶 律 : (AUB)c=AcmnBc, (ANB) =A UB, 


`4. 直 积 ( 笛 卡 儿 乘 积 ) 


设 A,B 是 任意 两 个 集合 ,在 集合 A 中 任意 取 一 个 元 素 x, 在 集合 В 中 任意 取 一 个 元 
素 y, 组 成 一 个 有 序 对 (zx,y) ,把 这 样 的 有 序 对 作为 新 元 素 ,它们 全 体 组 成 的 集合 称 为 集合 
A 与 集合 B 的 直 积 (或 笛 卡 儿 乘 积 ), 记 作 AXB, 即 
AxXB=(I(z=,y)|=€ ARy € B) 
例如 ,RXR={Cz,y)lzER 且 yER; 即 为 zxOy 面 上 全 体 点 的 集合 ,RXR 常 记 作 R, 


5. 区 间 和 邻 域 


1) 有 限 区 间 
设 < 一 0, 称 数 集 {zla<z 志 好 为 开 区 间 , E Cab). BI 
(a,b) = {x |a < = <b) 
XWH [a,b ]= {xla 三 x 三 6b} 称 为 闭 区 间 ,[a,6)=={xla<z<6b} 和 (a,6]= {х|а<х<Ь} 
都 称 为 半 开 区 间 。 其 中 ,a Mo 称 为 区 间 的 端点 ,5 一 a 称 为 区 间 的 长 度 。 
2) 无 限 区 间 
只 有 一 个 端点 的 区 间 称 为 无 限 区 间 。 例 如 : 
(а, +) = {x |z >a) [а, +оо) = {x |= >а} 
(—œ,b) = {x |= <b} (— 00,5] = (z |z <b} 
我 们 可 以 用 数 轴 来 表示 区 间 , 如 图 1-1-1 所 示 。 


[a,b] (a.b) 

Ет ВЕ af j ЖИЕ 
O a b x оа b x 
[а.+) (с.р) 

Еп i L 
оа х b x 


实数 集 R 也 可 以 记 作 ( 一 2 ,十 cc=) ,其 中 == 只 是 一 个 数学 符号 ,由 英国 数学 家 沃 利 斯 
(1616—1703) F 1655 年 引入 , 读 作 “ 无 穷 大 ”。 注 意 , 我 们 不 能 把 它 当 作 实 数 看 。 
3) 邻 域 


邻 域 是 一 个 经 常用 到 的 概念 。 以 点 a 为 中 心 的 任何 开 区 间 称 为 点 а 的 邻 域 , 记 作 


4 


大 学 数学 ( 微 积分 ) 


v 


Оа), 
设 $ 是 一 正 数 , 则 称 开 区 间 (a 一 6,a 十 9) 为 点 & 的 6 邻 域 , 记 作 U (a 0). р 
U(a,0) = (z |a—0ó< х <а+д) = (z ||=—a <à) 
其 中 ,点 а 称 为 邻 域 的 中 心 ,3 称 为 邻 域 的 半径 (图 1-1-2)。 有 时 用 到 的 邻 域 不 包含 中 心 ， 
点 a 的 6 邻 域 去 掉 中 心 a 后 , 称 为 点 a 的 去 心 8 邻 域 . 记 作 Ü Caa), Ш Ü Ca, d) = 
{х|0<|х—а|<86}(@ 1-1-3). 


a- а aĝ х а-бё а аб x 
图 112 图 1-1-3 


1.1.2 函数 的 概念 
1. 常量 与 变量 


在 日 常生 活 、 生 产 活动 和 经 济 活动 中 ,人 们 经 常会 遇 到 各 种 各 样 的 量 , 如 温度 浓度 、 
产量 成 本 .面积 等 。 宇 宙 间 一 切 事物 都 在 不 断 地 变化 ,变化 是 绝对 的 ,不 变 是 相对 的 。 在 
观察 事物 的 过 程 中 ,变化 着 的 量 称 为 变量 ; 相对 不 变 的 量 称 为 常量 。 例 如 ,一 段 时 间 内 银 
行 的 资金 运作 过 程 中 ,借贷 资金 的 数额 不 断 变化 ,是 变量 ; 而 利率 不 变 , 是 常量 。 

一 个 量 是 变量 还 是 常量 ,不 是 固定 不 变 的 。 在 一 定 的 条 件 下 ,常量 和 变量 可 以 互相 
转化 。 


2. 函数 的 定义 


在 某 个 变化 过 程 中 ,往往 出 现 多 个 变量 ,这 些 变 量 不 是 彼此 孤立 的 ,而 是 相互 影响 、 相 
互 制约 的 ,一 个 量 或 一 些 量 的 变化 必 将 引起 另 一 个 量 或 另 一 些 量 的 变化 。 倘 若 这 些 影响 
是 确定 的 ,是 遵循 某 一 规则 的 ,那么 我 们 就 说 这 些 变 量 之 间 存 在 着 函数 关系 。 

例如 ,生产 某 种 产品 的 固定 成 本 为 5000 元 ,每 生产 一 件 产品 ,成 本 增加 40 元 , 则 该 产 
品 的 总 成 本 y 与 产量 z 之 间 的 关系 可 以 表示 为 

y = 40x +5000 

当 产量 x 取 任 何 一 个 合理 的 值 时 ,总 成 本 у 有 确定 的 值 与 它 对 应 ,我 们 说 总 成 本 y 
是 产量 z 的 函数 。 

定义 1-1-1 设 DD 是 某 一 非 空 实数 集 ,如 果 对 于 变量 z 在 D 中 的 每 一 个 取 值 ,变量 y 
按照 一 定 的 法 则 /, 总 有 唯一 确定 的 数值 和 它 对 应 . 则 称 y 是 x 的 函数 , 记 作 

у= (х). z€ D 
这 里 , 称 z 为 自 变量 ,y 为 因 变量 或 函数 。/ 是 函数 符号 , 它 表 示 xz 与 y 的 对 应 法 则 。 集 
合 D 称 为 函数 的 定义 域 , 记 作 D, ; 所 有 相应 的 >x 值 所 组 成 的 集合 称 为 函数 的 值 域 , 记 作 
R; X fD). 
注 : 
d) 函数 的 概念 中 涉及 5 个 因素 : ФА; 回 定义 域 ; 回 因 变 量 ; 四 对 应 法 则 ; 
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回 值 域 。 在 这 5 个 因素 中 最 重要 的 是 定义 域 和 因 变 量 关 于 自 变 量 的 对 应 法 则 ,这 两 者 常 称 
为 函数 的 二 要 素 。 只 有 定义 域 与 对 应 法 则 都 相同 的 两 个 函数 才 是 相同 的 函数 。 

“(2) 在 定义 1-1-1 中 ,我 们 用 “唯一 确定 ”来 表明 所 讨论 的 函数 都 是 单 值 的 。 所 谓 单 
Añ Ж 1 D 中 每 一 个 +, 有 且 只 有 一 个 y 的 值 与 之 对 应 。 而 对 于 D 中 每 一 个 <, 有 多 
于 一 个 y 的 值 与 之 对 应 的 函数 , 称 为 多 值 函 数 。 本 书 我 们 只 讨论 单 值 函数 ,请 读者 注意 。 


例 1-1-1 设 ЛС) = 1, 的 区 ә) F), 
(3 Жз. Зх А J ¿1 1.5 
解 (=) 3 Sin 3 6” F ey к= е а zsin 
/ 仁 )= xsinx Ја? + 1) = І sin І 
x 2 +1 а? 1 


Ф] 1-1-2 iğ /(х+1)=х*—3х.,Ж f(x). 
解 “+ ==x+l,M) r= FEH 
fO = @—1)° 30-1) = # —5t +4 


所 以 
f(x)= 2 —5z+4 

例 1-1-3 求 函数 /(z) 二 Vz 一 x+ 一 6 十 lg(16 一 x*) 的 定义 域 。 

B VYZ 一 x 一 6 的 定义 域 为 x? 一 x 一 6 宇 0, 解 得 z 宇 3 或 x 过 一 2; 而 lg(16 一 x?) 的 
定义 域 是 16 一 x’ 记 0, 解 得 一 4 二 x 二 4。 所 求 函数 的 定义 域 是 这 两 个 函数 的 定义 域 的 公共 
部 分 , 即 Є (一 4, 一 2]U[3,4) 。 

例 1-1-4 下 列 各 对 函数 是 否 为 同一 函数 ? 

(1) fG)=z,g(z)= Ма? ; 

(2) f(z)=sin°2z+cos°z,g(z)=1; 

(3) y=f(az),u= f). 

# (1) 不 相同 。 因 为 对 应 法 则 不 同 ,事实 上 gaslel. 

(2) 相同 。 因 为 定义 域 与 对 应 法 则 都 相同 。 

(3) y 王 /(z) 与 二 /(1) 是 表示 同一 函数 ,因为 对 应 法 则 相同 ,函数 的 定义 域 也 
相同 。 

由 此 可 知 一 个 函数 由 定义 域 与 对 应 法 则 完全 确定 ,而 与 用 什么 字母 表示 无 关 。 


3. 函数 的 表示 法 


表示 函数 的 方法 有 许多 ,最 常见 的 有 表格 法 、 图 像 法 及 解析 法 (又 称 公式 法 ) 。 

(1) 表格 法 : 把 自 变 量 的 一 系列 数值 与 对 应 的 函数 值 列 成 表 来 表示 它们 的 对 应 
关系 。 

(2) 图 像 法 : 用 一 条 平面 曲线 表示 自 变量 与 函数 的 对 应 关系 , 它 是 函数 关系 的 几何 
表示 。 

(3) 解析 法 : 用 数学 式 子 表示 自 变量 与 函数 的 对 应 关系 。 
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例如 , 某 邮 局 规定 邮寄 信件 重量 不 超过 50 克 支 付 邮资 0. 8 元 ; 超过 50 克 部 分 按 

0.1 元 / 克 支 付 邮资 ; 信件 重量 不 得 超过 500 克 。 则 邮资 与 信件 重量 的 关系 可 由 解析 表达 
0.8 0< 2% 50 
= бран 50 < x < 500 

该 函数 的 定义 域 为 (0,500], 但 它 在 定义 域内 不 同 的 区 间 上 是 用 不 同 的 解析 式 来 表示 

的 ,这 样 的 函数 称 为 分 段 函数 。 分 段 函 数 表示 一 个 函数 。 
0 —1<х<0 

例 1-1-5 作出 分 段 函 数 e= | 0<х<1 的 图 像 ,并 求 函 数 的 定义 域 及 


3—х 1<х<2 
(z) A): 


解 ” 先 作出 分 段 函 数 的 图 像 ( 图 1-1-4). ра 
了 (z) 的 定义 域 为 (一 1,2]。 


hq eco, 5) 6) =+- 


= 


БИЕ "Үз ЖИ Ж 
mamng Eea (4) 5-3. 
下 面 再 举 几 个 常用 、 特 丈 的 函数 。 
例 1-1-6 函数 


ze х>0 
y =]. |= | 
= JE 70 


称 为 绝对 值 函 数 ( 图 1-1-5)。 其 定义 域 为 D=( 一 ,十 2), 值 域 为 尽 =[0, 十 cc) 。 
例 1-1-7 函数 
1 m >Ü 
y = sgnr = | х=0 


=i 250 
称 为 符号 函数 (图 1-1-6) 。 其 定义 域 为 D=(—%, Боо), R R=(—1,0,1), 


图 1-1-6 


例 1-1-8 设 z 为 任意 实数 ,不 超过 z 的 最 大 整数 称 为 zx 的 整数 部 分 , 记 作 [zj]。 函 
数 y 一 [z] 称 为 取 整 函数 (图 1-1-7) ,其 定义 域 为 卫 =( 一 = ,十 cc), 值 域 为 R= 二 Z。 例 如 : 
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"fJ 1-1-9 Ж а 


1 =є9© 


D(x) = 
0 xzEQ: 
的 定义 域 为 (一 =" ,十 cc) , 值 域 为 {10,1} ,无 法 用 图 像 表 示 。 


1.1.3 函数 的 几 种 特性 

1. 函数 的 奇偶 性 

定义 1-1-2 М у= ГС) D 关于 原点 对 称 ,如 果 对 任意 的 zxED, 有 
SES) = f(x). ЙК f(x) 为 偶 函 数 ; 车 有 Са) = ГО), Д F(Cz) 为 奇 函数 。 

ЙИШ, y=cosz, y=x 都 是 偶 函数 ; у=зїпх,у=л°* 都 是 奇 函数 ; y= 二 z+ 十 2 是 非 奇 非 
偶 函 数 。 

例 1-1-10 判断 函数 7С) = llet V1 十 zx? ) 的 奇偶 性 。 

解 ” 函 数 的 定义 域 是 (一 ,十 中 ) ,关于 原点 对 称 。 对 任意 的 zxE (一 2 ,十 cc), 有 


7 一 动 = 划一 xz 十 VE 二 全 二 95] 一 下 1 
r+ +2? 


= 一 ln(x 十 Vl 十 x?) =— f(x) 


所 以 函数 是 奇 函 数 。 
在 几何 上 , 偶 函 数 的 图 像 关 于 y 轴 对 称 ( 图 1-1-8); 奇 函 数 的 图 像 关 于 原点 对 称 
СР 1-1-9). 
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2. 函数 的 单调 性 


定义 1-1-3 RKA у= yz) 的 定义 域 为 也 ,区间 TCD, 对 于 任意 的 zi ,zz € I, 
лаз, f(z) 二 f(xz), 则 称 函数 在 区 间 了 内 单调 增加 ; 若 z < x, ,有 fa) > fa), 
则 称 函 数 在 区 间 了 内 单调 减少 。 单 调 增 加 或 单调 减少 的 函数 ,统称 为 单调 函数 。 相 应 的 
区 间 称 为 函数 的 单调 区 间 。 

在 几何 上 ,单调 增加 的 函数 的 图 像 沿 zz 轴 正 向 上 升 (图 1-1-10) ,单调 减少 的 函数 的 
图 像 沿 x 轴 正 向 下 降 ( 图 1-1-11)。 


图 1-1-11 


例 1-1-11 证 明 函 数 /(z)= 二 5x 一 2 在 区 间 ( 一 中 ,十 吕 ) 内 是 单调 增加 的 。 
证 明 取 任 意 z1,z;E( 一 00, 十 oo0), 且 zx, <r: HF 
Рб) = f(x) = (5x1 — 2) — (5x: — 2) = 5001 — z+) < 0 
Вр fC < SC) RRE /(т)=5х—2 在 区 间 ( 一 c ,十 sc) 内 是 单调 增加 的 。 证 毕 。 


3. 函数 的 有 界 性 


EX 1-1-4 设 函 数 y= 二 /(z) 在 集合 D 上 有 定义 ,如 果 存 在 正 数 M, 对 于 任意 z€ D. 
都 有 |/(z) | 三 M, 则 称 函数 f(x) 在 D 上 是 有 界 的 ; 否则 称 函数 SOE D 上 是 无 界 的 。 

函数 y 王 /(z) 在 区 间 了 内 有 界 的 几何 意义 是 : HH 
REKE 工 内 被 限制 在 > 二 一 M Ж y =M 两 条 直线 之 
间 ( 图 1-1-12)。 

Ж: 

(1) 一 个 函数 在 某 区 间 内 有 界 , 正 数 M 的 取 法 不 
是 唯一 的 。 例 如 ,y 二 sinz 在 区 间 ( 一 co ,十 cc) 内 是 有 
界 的 ,因为 |sinz| 委 1 王 M。 我 们 还 可 以 取 M= 2, % FF 
+ M 可 以 取 任 何 大 于 1 的 数 。 


1-1-12 


(2) Жван. Яз, у= ЕКА, 
2) 内 有 界 , 但 在 区 间 (0,1) 内 无 界 。 
4. 函数 的 周期 性 


ЖУ 1-1-5 设 函 数 y= 二 /(z) 的 定义 域 为 DD, 如 果 存在 正 数 1, 使 得 对 于 任意 zED 且 
zz 十 ED, 总 有 7Cz 二 0 一 7z) 成 立 , 则 称 此 本 数 为 周期 函数 。 满 足 该 等 式 的 最 小 正 数 L 
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称 为 函数 的 最 小 正 周期 ,通常 简称 为 周期 。 

例如 ,y 二 sinz 是 周期 函数 ,周期 为 2x; у=тапх 的 周期 为 x; 常数 函数 у= C 也 是 周 
期 函数 ,任何 正 实数 都 是 它 的 周期 ,但 没有 最 小 正 周期 (因为 最 小 的 正 实数 是 不 存在 的 )。 
有 兴趣 的 读者 还 可 以 自行 讨论 例 1-1-9 狄 利克 雷 函 数 的 周期 性 。 

周期 为 1 的 函数 ,在 每 个 以 /为 长 度 的 区 间 上 ,函数 的 图 像 是 相同 的 (图 1-1-13)。 


图 1-1-13 


1.1.4 反 函 数 与 复合 函数 


1. RAŽ 
设 某 种 商品 的 单价 为 p. ERA =. WIA у 是 zx 的 函数 : 


y = pz 
ЖИН ж = В ЖЕШ, у 是 x 的 函数 。 若 已 知 收入 y, 反 过 来 求 销售 量 x, 则 有 


y 


т == 


Р 
这 时 у 是 自 变量 ,z 变 成 了 у 的 函数 。 上 面 两 个 式 子 是 同一 关系 的 两 种 写法 ,但 从 函数 的 
角度 来 看 ,由 于 对 应 规则 不 同 ,它们 是 两 个 不 同 的 函数 ,我们 称 它们 互 为 反 函 数 。 

EX 1-1-6 设 y=/(z) 是 定义 在 D 上 的 函数 , 值 域 为 Rj/。 如 果 对 于 任意 的 vERy， 
通过 关系 式 y 二 f(z) ,都 有 唯一 确定 的 TED 与 之 对 应 , 则 称 这 样 确定 的 函数 zx 二 p(y) 为 
函数 y= 二 /f(z) 的 反 画 数 , 原 来 的 函数 y= 二 /f(z) 称 为 直接 函数 。 

事实 上 ,y 二 f(z) 与 x 二 g(y) 互 为 反 函数 。 

习惯 上 用 + 表示 自 变量 ,而 用 y 表示 函数 ,因此 ,往往 把 反 函 数 x+ 二 g(y) 改 写成 y= 
p) FRA у= ГС) H 2 А 3k КУ E АЗ AE у= f Са), 

例 1-1-12 Ж у= f(z)=3xz+1 的 反 函 数 。 

解 由 y=3zx 十 1 得 


交换 和 y, 得 y= 于, 即 为 y 一 3z 十 1 的 反 函 数 。 


可 以 证 明 函 数 y= 二 f(x) 与 其 反 函 数 y= 二 /71(z) 的 图 像 关于 
直线 y== 对 称 。 例 1-1-12 这 一 对 反 函 数 的 图 像 如 图 1-1-14 1-1-14 
所 示 。 

一 个 函数 车 存在 反 函数 , 则 它们 必定 是 一 一 对 应 的 。 特 别 地 ,单调 函数 一 定 存 在 反 
函数 。 
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在 经 济 活 动 中 ,我 们 会 遇 到 这 样 的 问题 : 一 般 来 说 成 本 C 是 产量 g 的 函数 ,而 产量 g 
又 是 时 间 : 的 函数 。 时 间 1 通过 产量 g 间接 地 影响 到 成 本 C ,那么 成 本 C 仍 可 以 看 作 时 间 
的 函数 。C 与 1 的 这 种 函数 关系 称 为 复合 的 函数 关系 。 

定义 1-1-7 BRA y= 二/(w) 的 定义 域 为 Dj, 函数 二 p(x) 的 值 域 为 R,, 若 R, 与 Dj 
的 交集 不 等 于 空 集 , 则 y= 二 /01) 与 4 二 g(x) 可 以 复合 成 函数 y= 二 f[y(x)j, 称 y 为 x 的 复 
合 函 数 。 其 中 ,zz 是 自 变量 ,w 是 中 间 变 量 。 

注 : 

(1) 只 有 当 R, 门 Dj 隆 如 时 ,两 个 函数 才 可 以 构成 一 个 复合 函数 。 例 如 ,y 二 Vu 与 一 
sinz 一 2 就 不 能 构成 复合 函数 ,因为 wk 一 sinz 一 2 的 值 域 wE[ 一 3, 一 1 与 у= 
и20 的 交集 为 空 集 。 

(2) 复合 函数 还 可 以 由 两 个 以 上 的 函数 复合 而 成 , 即 中 间 变 量 可 以 有 多 个 。 

(3) 复合 函数 通常 不 一 定 是 由 纯粹 的 基本 初等 函数 复合 而 成 ,而 更 多 是 由 基本 初等 
函数 经 过 四 则 运算 形成 的 简单 函数 构成 的 ,这 样 , 复 合 函数 的 合成 与 分 解 往往 是 针对 简单 
函数 的 。 

B 1-1-13 分 析 下 列 复合 函数 的 构成 。 

(1) y=arctan3% (2) y 一 coss(2z2 一 z 十 1) 

解 (1) y=arctanu,u—=3",o—= = 

(2) y=u',u=cosu,u=2zxz°—z+1 

例 1-1-14 0/0) а, 600) е", /[gCz)J# g[ f Ca). 

解 f[g(x)] = /(е*) = (e) = e 

eL Ca] = Ха?) = e 
Ж: Ae, — Ж, fle JAL a] p Ж ЖД А. 


1.1.5 初等 函数 


1. 基本 初等 函数 


基本 初等 函数 包括 常数 函数 、 军 函数 ,指数 函数 、 对 数 函 数 \ 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 。 

1) 常数 函数 = C 

常数 函数 y=C ЙЕ Mb O (— оо, 1-00), EE z HU {Н.Б у= C.P) E Їй 
是 与 zx 轴 平 行 或 重合 的 直线 (图 1-1-15). 

2) Ж у=л“( 为 实数 ) 

短 函 数 中 , 当 jy 取 不 同 值 时 . 徊 函数 的 定义 域 不 同 , 须 分 0 和 A<0 两 种 情况 讨论 。 
这 里 只 讨论 2220 的 情形 ,zx 二 0 时 的 图 像 可 根据 函数 的 奇偶 性 来 确定 。 

`á 20 时 ,函数 的 图 像 通过 原点 (0.0) 和 (1.1) 点 ,在 (0, 十 <=) 内 单调 增加 且 无 界 。 

4 0 时 ,函数 的 图 像 不 过 原点 ,但 仍 通过 (1,1) 点 ,在 (0, 十 cc) 内 单调 减少 目 无 界 ， 
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曲线 以 zx 轴 和 y 轴 为 渐 近 线 。 
图 1-1-16 Ah TILAR тий |[&#, ж 1,2,3, 一 1, 计 的 图 像 ,读者 可 以 自行 
考虑 参数 y 取 其 他 值 的 情形 。 


图 1-1-15 图 1-1-16 


3) 指数 函数 у=а*(а:>0.а551) 

指数 函数 的 定义 域 是 (一 oo, 十 中), 值 域 是 (0, 十 吕 ), 它 的 图 像 在 z 轴 上 方 , 且 通 过 
(0.124, 

当 a>1 时 ,函数 单调 递增 且 无 界 ,z 轴 的 负 半 轴 是 曲线 的 渐 近 线 ; 当 0 二 a 二 1 У, ва 
数 单调 递减 且 无 界 ,z 轴 的 正 半 轴 是 它 的 渐 近 线 ( 图 1-1-17). 

4) 对 数 函 数 y= logar (a>0 a1) 

对 数 函 数 的 定义 域 是 (0, 十 cc=) ,图像 在 у 轴 右 方 , 值 域 是 (一 ,十 cc), 曲 线 通 过 
(1,0) 点 。 

当 a>1 时 ,函数 单调 增加 且 无 界 ,y 轴 的 负 半 轴 是 它 的 渐 近 线 ; 当 0<a 志 1 时 ,函数 
单调 递减 且 无 界 ,y 轴 的 正 半 轴 是 它 的 渐 近 线 ( 图 1-1-18). 


y=logx(a>1) 


x 
y=log,x(0<a<1) 


图 1-1-18 


指数 函数 y=a УХ у =1од„х 互 为 反 函 数 。 
5) 三 角 函 数 
三 角 函 数 包括 у= sinz, у= созт, y= tant, у = cott, у=зест,у=свст„ у= ѕіпх 与 


3 一 cosz HERH (— ее, eo) , 值 域 为 [一 1,1], 以 2x 为 周期 ,是 有 界 函数 。y 一 
sinz HA #й ЖД. E |— 22 ] 单调 递增 у = cose 37 б BC. 在 [0.z] 单调 递减 。 
图 1-1-19 所 示 为 正弦 函数 和 余弦 函数 的 图 像 。 


12 


大 学 数学 ( 微 积分 ) 


L 


у=їапх 的 定义 域 为 29009060, Hie 
士 2,…) ИНС оо, Боо); 它 是 奇 函 数 ,以 x 为 周 
期 ,在 每 个 周期 内 单调 递增 ,以 直线 =r H СЕ0, 28 


士 1, 士 2,…) 为 渐 近 线 ( 图 1-1-20). 
у= сої 的 定义 域 为 zx 天 Ar(A 一 0, 士 1, 士 2,…)， 1-1-19 

值 域 为 (一 ,十 ce); 它 是 奇 函 数 ,以 x 为 周期 ,在 每 

个 周期 内 单调 递减 ,以 直线 z 一 Ar(A 一 0, 士 1, 士 2,…) 为 渐 近 线 (图 1-1-20)。 


3 一 secz 一 已 的 定义 域 为 x 关 pr 十 至 (一 0, 士 1, 士 2…) ,以 2x 为 周期 (图 1-1-21)。 


3 一 cscz 一 二 的 定义 域 为 z 关 kx(k 一 0, 士 1, 十 2,…) ,以 2x 为 周期 (图 1-1-21), 


6) 反 三 角 函 数 

由 于 三 角 函 数 都 是 周期 函数 ,对 于 值 域 中 每 个 y, 都 有 无 穷 多 个 x 与 之 对 应 ,因此 , 必 
须 限制 其 在 某 一 单调 区 间 上 ,才能 建立 反 三 角 函 数 。 我 们 把 在 这 样 单调 区 间 上 所 建立 起 
来 的 反 三 角 函 数 , 称 为 反 三 角 函 数 的 主 值 。 反 三 角 函 数 主 要 包括 у = arcsinz, у = 


агссоѕг, у= агсїапт, у= агссоїт 等 ° 


BIEI K% y 二 arcsinz 的 定义 域 是 [一 1,1], 值 域 是 = ] ,为 单调 递增 的 奇 函 


к... 
2 @ 
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数 ( 图 1-1-22). 
Б Ж у = агссоѕт 的 定义 域 是 [一 1,1], 值 域 是 [0,r] ,为 单调 递减 的 函数 
(图 1-1-22) 。 


反正 切 丽 数 y 一 aretanz 的 定义 域 是 (一 ,十 =), 值 域 是 { 2.) ,为 单调 递增 的 


奇 函 数 , 且 有 界 ( 图 1-1-23) 。 
反 余 切 函数 y= arccotz 的 定义 域 是 (一 ce ,十 co) , 值 域 是 (0,x) ,为 单调 递减 的 有 界 
函数 (图 1-1-23) 。 


2. 初等 函数 

由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 及 有 限 次 的 复合 运算 ,并 且 能 用 一 个 解析 式 
表示 的 函数 称 为 初等 函数 。 

例如 ,y= 二 V1 十 In(2 十 Vz) ,> 一 e+lsin(z2 十 1),y 一 Inz 十 arctan VIF cost 等 都 是 初等 函 


x x20 
数 。 分 段 丽 数 一 般 不 是 初等 丽 数 ,但 绝对 值 丽 数 y=|z| 二 | араа. 


ы 
习题 1-1 
1. 选择 题 。 
(1) 下 列 函 数 fO) g(Cz) 是 相同 的 函数 的 是 ( 
А. CD= VIFT аа = gaH) 


# 
хажат: 
C. f(z)=cosr,g(z)= И зіп 
D. f(z)=1,g(z=)=sec*z—tan° = 
(2) 下 列 函 数 在 定义 域内 为 无 界 函 数 的 是 ( Jz 
A. y=100!% B. y=2+sinz 
С. у= |cosz| D. f(z)=zsinr 


В. J= 
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(3) 设 函 数 f(x) 二 |z 一 31, 则 /[ /(1)]=‹( VA 
A. 3 B. 2 @ i D. 0 
2. Ё A=(—%,—5)U(5,+%),B=[—10,3), 5 t AUB,ANB,A\B K А\СА\В) 
的 表达 式 。 
3. 求 下 列 函数 的 定义 域 。 


(1) y=lg(z2—4) 2) = 1 


2—25 
(з) у= /32 F2 a) x= /I=2 
(5) y 一 tan(Zz 十 1) (6) y=arcsin © 
(7) у= Jsinz (8) =L — 
sinz—cosz 
(9) y= lg(3—z) (10) y=log; (log; z) 
ы! 
[sinz | 1 
4. Ж p(z) 一 Rez) ).e[ r).e[ 2). 
т 6 4 4 2 
0 \х|2>-—- 
3 
5. 讨论 下 列 函数 的 奇偶 性 。 
ТАР ЖИ. ЖИ И ЧИН = и 
(1) у(х) = 22° —5зїпл (2) f= 125 
кыў быз i EEEN k=... 
(з) у(х)=х(х+Е1)(х—1) (4) с1а т 
(5) /(ж) =а* а * (а2>0) (6) /(х)=1@(х+ /1+<= ) 
(7) р(х) = хе" (8) ук) =ѕіп| x| —соѕ 2 
6. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 。 
== — =z—1 
(1) у=2? —1 (2) у PaE] 
(3) y=1+In(2z—3) (4) y=2sin3=z (-#<=<š) 
т. 下 列 函 数 可 以 看 成 由 哪些 简单 函数 复合 而 成 ? 
(1) y= /1—*?* (2) y 一 (1 十 lgz)5 
(3) y 一 cos: (3z 一 2) (4) y=Ig(arccosz°) 


8. 已 知 Lp(Cz)] 一 1 十 coszyp(z) 一 sin > R ўс 


9. 设 下 面 所 考虑 的 函数 都 是 定义 在 对 称 区 间 ( 一 1,7) 上 的 ,证 明 : 

(1) 两 个 偶 函 数 的 和 是 偶 函 数 , 两 个 奇 函 数 的 和 是 奇 函数 ; 

(2) 两 个 偶 函 数 的 乘积 是 偶 函数 ,两 个 奇 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 , 偶 函数 与 奇 函数 的 乘 
积 是 奇 函 数 。 
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1.2 极限 的 概念 


在 高 等 数学 中 ,一 个 最 基本 的 概念 就 是 极限 。 我 国 古 代数 学 家 刘 微 在 公元 3 世纪 就 
创造 了 “ 制 圆 术 "的 方法 来 计算 圆周 率 : 他 从 圆 内 接 正六 边 形 的 面积 算 起 ,依次 将 边 数 加 
倍 ,一直 算 到 加 内 接 正 3072 边 形 的 面积 ,从 而 得 出 圆周 率 x 09 8 9 222223. 1416。 这 


是 举世 公认 的 运用 极限 思想 处 理 数学 问题 的 经 典 之 作 。 
1.2.1 数列 的 极限 


1. 数列 的 概念 
按照 一 定 顺 序 排列 出 的 无 穷 个 数 


TTT 


称 为 数列 , 简 记 为 (z,) ,其 中 т, 为 数列 {z,) 的 通 项 或 一 般 项 。 由 于 一 个 数列 {z,) 完 全 由 
其 一 般 项 z, 所 确定 , 故 也 把 数列 {z,) 简 称 为 数列 x,。 例 如 
ayl. 1 1.1 
2 4 8 2" 
l 2 3 n 
gr 


(3) 3,9,27 ,°° ,3" ,°° 
人 
(5) 0,1,0, 二 ,0, 本 ,0 „01, ~ 
在 几何 上 ,数列 可 看 作 数 轴 上 的 一 个 动 点 , 它 依次 取 数 轴 上 的 
点 ziyzzyza s Zao" О 1-2-1). 
数列 {xz,) 可 看 作 自 变量 为 正 整 数 的 函数 
х, = f(n) (m € Nt) 


当 自 变量 依次 取 1,2,3,… 一 切 正 整 数 时 ,对 应 的 函数 值 就 排 成 数列 {xz, ) 。 


2. 数列 的 极限 


当 无 限 增 大 时 ,数列 (1) 的 一 般 项 去 无 限 接近 于 0; 数列 (2) 的 一 般 项 -于 -无 限 接 


近 于 1; 数列 (3) 的 一 般 项 3" 无 限 增 大 ,不 接近 于 任何 确定 的 常数 ; 数列 (4) 的 一 般 项 
(一 Dn 在 1 和 一 1 之 间 跳 动 ,不 接近 于 任何 确定 的 常数 ; 数列 (5) 的 一 般 项 一 上 一 昌 
然 奇数 项 和 偶数 项 变化 方式 不 一 样 , 但 都 无 限 接近 于 同一 个 数 0。 

通过 观察 可 以 看 出 ,数列 的 一 般 项 z, 的 变化 趋势 不 是 无 限 接近 于 某 个 确定 的 常数 ， 
就 是 不 接近 于 任何 确定 的 常数 。 
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定义 1-2-1 对 于 数列 {zx,}, 如 果 当 无 限 变 大 时 ,z, 趋 于 一 个 确定 的 常数 A , 则 称 当 
п 趋 于 无 穷 大 时 ,数列 {x,)} 以 A 为 极限 ,也 称 数列 {x,} 收 敛 于 A, 记 作 
пл, 二 A 或 2, > А(п = œ) 
如 果 数 列 {z,} 没 有 极限 , 则 称 数列 {z, } 发 散 。 


数列 (1) 的 一 般 项 去 无 限 接近 于 0,0 是 数列 (1) 的 极限 , 即 limz, 一 0, 也 称 数列 [去] 


收敛 于 0; 数列 (2) 的 一 般 项 -后 -无 限 接近 1,1 是 数列 (2) 的 极限 , 即 limz, 一 1, 也 称 数列 


[tar u; 数列 (3) 和 数列 (4 为 发 散 数列 ， ТСЕ о 
0,0 是 数列 (5) 的 极限 , 即 limz, 一 0。 


1.2.2 函数 的 极限 


数列 的 极限 只 是 一 种 特殊 的 函数 ( 即 整 标 函 数 ) 的 极限 。 下 面 讨 论 定 义 于 实数 集合 上 
的 函数 у= ГС) Ж. 
1. хоо BJ Eñ ЗАО ËR 
在 数列 极限 中 ,如 果 记 а, = f) W lims, =A 可 写成 limy7(z) 一 A。 如 果 用 x B 
lim fD =A 中 的 , 则 得 到 lim/(z) 二 A, 这 个 极限 与 数列 极限 在 
本 质 上 是 一 样 的 : 它们 都 是 当 自 变量 趋 于 无 穷 大 时 ,函数 趋 于 一 
个 确定 的 值 。 因 此 我 们 可 以 仿照 数列 极限 的 定义 ,作出 自 变量 
二 co 时 函数 极限 的 定义 。 例 如 ,对 于 函数 э=1+1‹8 1-2-2), 
当 |z| 无 限 增 大 时 ,y 无 限 接 近 1, 和 数列 极限 一 样 , 称 |z| 趋 于 无 
穷 大 时 ,y 一 1 十 二 以 1 为 极限 。 
定义 1-2-2 如果 当 |z| 无 限 增 大 时 ,函数 /(z) 无 限 地 趋 于 一 个 确定 的 常数 A, 则 称 
当 x>co 时 函数 /(x) 以 А 为 极限 。 记 作 
limfGe) =А 或 Л) = Ale со) 
如 果 从 某 一 时 刻 起 ,z 只 能 取 正 值 或 负 值 且 趋 于 无 穷 , 则 有 下 面 的 定义 。 
定义 1-2-3 ”如 果 当 zx 二 0 且 无 限 增 大 时 ,函数 /(z) 无 限 地 趋 于 一 个 确定 的 常数 A， 
则 称 当 x 一 十 co 时 函数 f(x) 以 A 为 极限 。 记 作 
lm f(z)=A 或 С) АС оо) 
ЖУ 1-2-4 ”如果 当 >z<0 且 |z| 无 限 增 大 时 ,函数 /(z) 无 限 地 趋 于 一 个 确定 的 常数 
A, 则 称 当 x 一 一 co 时 函数 f(x) 以 A 为 极限 。 记 作 
lim f(x) =A 或 f(G)— А(= —— оо) 
定理 1-2-1 limf) А 的 充分 必要 条 件 是 lim f(z)= lim f(z)=A。 


图 1-2-2 
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例 1-2-1 讨论 极限 lim (1 +) а (1 2) (1 2): 
42. F o, ВИНТ 1. 


(1). 
当 x 一 一 J 时 函数 值 同样 趋 于 1, 即 

ша (1—2) 
所 以 有 lim (1 一 去]=1。 图 1-2-3 给 出 了 函数 1 一 去 的 变化 
情况 。 


Ф] 1-2-2 讨论 极限 lim arctanz, lim arctanr,limarctanzr。 


1 

y=1— 

Ee 

解 如 图 1-1-23 所 示 , 当 zz 一 一 c2 时 ,arctanz Hti 

即 lim arctanz = — SS 当 r—> + coh}, arctanr 趋 P 即 
т 


lim arctanz = 7o 由 于 lim arctanz Z lim агсїапт. Ё 


limarctanz 不 存在 。 
2. x— xo 时 函数 的 极限 


考察 函数 F(z) 一 2z 十 1, 当 工 分 别 从 左边 和 右边 趋 于 去 时 的 变化 趋势 ( 表 1-2-1). 


Ф 1-2-1 


由 表 1-2-1 不 难看 出 , 当 z EREL FC) ARB FR 2。 我 们 称 eL 638 


f(z) 的 极限 为 2。 
EX 1-2-5 HAR y= ГО) ЕА ло 的 某 个 邻 域 (点 zo 可 以 除外 ) 内 有 定义 ,如 果 当 
z F zo 时 ,函数 /(z) 趋 于 一 个 常数 A, 则 称 当 x 趋 于 x。o 时 ,f(x) 以 A 为 极限 。 记 作 
lim f(x) =A 或 f(r) = A(z— zo) 


根据 定义 可 得 结论 : тало 及 limC 一 C。 
3. 左 极限 和 右 极限 


定义 1-2-6 HRR у= ГО) ЕЧ ло 右 侧 的 某 个 邻 域 ( 点 zo 可 以 除外 ) 内 有 定义 ,如 
果 当 z>zo 趋 于 zo 时 ,函数 f(z) 趋 于 一 个 常数 A, 则 称 当 xz 趋 于 zo 时 ,f(z) 的 右 极限 为 
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v 


А. WE 
imf) =A È Ла) AG) 或 fz) = A 


EX 1-2-7 设 函 数 y 二 f(z) 在 点 ze 左 侧 的 某 个 邻 域 (点 zo 可 以 除外 ) 内 有 定义 ,如 
果 当 z<zo Тло 时 ,函数 f(z) 趋 于 一 个 常数 A, 则 称 当 xz 趋 于 zo 时 ,f(z) 的 左 极限 为 
A。 记 作 

limfa) =A 或 fæ) A>) 或 fa = А 

由 定义 1-2-6 及 定义 1-2-7 可 得 到 定理 1-2-2. 

定理 1-2-2 lim/(z)=A 的 充分 必要 条 件 是 lim ЛС) = lim /(z)=A。 


z< 
,讨论 当 0 时 ,/(z) 的 极限 是 否 存在 。 
x х20 


#1 1-2-3 ло} 
# ”因为 lim Сс) = lim 0=0, lim f(x)= lim 20, HEIE 1-2-2 可 知 
2-0 а 2-0 


limf (zx) = 0 
图 1-2-4 给 出 了 函数 f(x) 的 变化 情况 。 
z—1 х<0 
例 1-2-4 设 кө-} ж=0,Й[# ОҢ z—0 时 ,f(z) 的 极限 是 否 存 在 。 
Fi @>0 
М 考虑 到 lim f(z)= lim (z—1)=—1 


工 一 0 一 0 一 


lim f(x)= lim (x+1)=1 
EE ИЕН ДОН RE 1-2-2 知 С) ТЕ х=0 处 的 极限 不 存在 。 
图 1-2-5 给 出 了 函数 /(z) 的 变化 情况 。 


图 1-2-4 


1.2.3 关于 极限 概念 的 几 点 说 明 


为 了 正确 理解 极限 的 概念 有 如 下 几 点 说 明 。 

(1) 在 一 个 变量 前 加 上 记号 lim, 表 示 对 这 个 变量 进行 取 极限 运算 ,车 变量 的 极限 存 
在 ,所 指 的 不 再 是 这 个 变量 本 身 而 是 它 的 极限 , 即 变量 无 限 接近 的 那个 值 。 

例如 , 设 A 表示 圆 面积 .S, 表示 圆 内 接 正 边 形 的 面积 , 则 当 ”比较 大 时 ,S,s*A, 但 
limS, 就 不 再 是 S, 了 ,而 是 S, 的 极限 一 一 圆 的 面积 A, 所 以 它 的 表达 式 A= limS, 就 不 
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含 任何 近似 成 分 ,而 是 一 种 精确 值 了 。 

(2) 在 极限 过 程 zx 一 ze 中 考察 /(z) 时 ,我 们 只 要 讨论 r 充分 接近 z。 时 f(x) 的 情 
况 ,与 x 二 zo 或 工 远 离 ze 时 f(x) 的 取 值 是 毫 无 关系 的 ,这 一 点 在 求 分 段 函 数 的 极限 时 尤 
为 重要 。 

“(3) 如 上 所 给 出 的 各 种 情形 下 的 极限 的 定义 , 均 属于 极限 的 形象 描述 ,是 一 种 定性 分 
析 。 例 如 ,所 有 极限 定义 中 , 皆 要 求 自 变量 在 某 一 变化 过 程 中 f(z) 无 限 接近 确定 的 常数 
A, 那 么 何谓 /(z) 与 定常 数 A 无 限 接近 ?如 何在 数学 上 予以 精确 的 描述 ,采用 定量 分 析 
呢 ? 事实 上 ,f(x) 与 定常 数 A 无 限 接近 是 指 |f(z) 一 A| 可 以 任意 小 , 即 |f(z) 一 A 可 以 
无 限 接近 0。 换 言 之 ,对 任意 给 定 的 正 数 e( 不 管 它 有 多 小 ), 当 之 变化 到 一 定 的 程度 时 ,总 
AIFA <e 成立。 由 于 自 变 量 z 的 变化 过 程 有 多 种 方式 ,如 上 所 给 出 的 各 种 情形 下 
的 极限 都 有 精确 的 定义 。 这 里 仅 以 zzo 时 函数 f(z) 的 极限 给 出 精确 的 定义 (e 一 6 定义 )， 
供 学 有 余力 的 同学 参考 。 

定义 1-2-5” 设 函数 y= 二 f(z) 在 点 z 的 某 个 邻 域 (点 ze 可 以 除外 ) 内 有 定义 , 若 存 
在 常数 A, 对 任意 给 定 的 正 数 e, 存 在 6 二 0, 使 得 当 0 二 |x 一 xo1 二 6 时 ,有 
| f(x)—Al<e 
WEH x Fx 时 ,/(x) 以 A 为 极限 。 记 作 
limf(zx)= 二 A 或 f(z)— A(z — zo) 
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习题 1-2 
1. 写 出 下 列 数列 的 前 5 项 ,并 指出 当 ~== 时 其 极限 是 否 存在 。 
@ў z, = Lag 2. (Wa 0 н 

n n n 


2. 观察 下 列 数列 当 xc 时 的 变化 趋势 ,判断 它们 是 否 有 极限 。 有 极限 时 指出 其 极 
限 值 。 


(1) Í| =1000 D а. = (09, 
n 3 

(aya = SED (4) х,=1+(—1)" 
2п—1 

(5) а= (6) z=,=/n+1 


3. H лсо}, ЖЛ] cos 的" 是 否 有 极限 ? 为 什么 ? 


4. 选择 题 。 
(1) 4 ао, Кн С ВЕС). 
А. sinx В; e” С. 一 一 D. arccotz 


(2) 下 列 函 数 中 , 当 2—0 时 极限 存在 的 是 ( ) 。 


Jael 工 天 0 sinz-+] <0 
A. jz) 一 | хт B F= 
1 а= wti x 人 0 
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w 
=) 0 е ¿ss 
С. (х) = 40 х=0 D. f(z)= 
3 2>0 zti z0 
5. 讨论 下 列 函数 极限 是 否 存在 。 若 存在 , 求 其 极限 值 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 。 
(1) lim 2™ (2) limsin + 
= = Ш 
(3) limlnz (4) РЕНИН В 
zl "0 © 
wl zxz<1 
6. 已 知 函数 rohi z=1 R z+—1 时 f(x) 的 左 、 右 极限 ,并 指出 当 x 一 1 
a | 
时 f(x) 的 极限 是 否 存在 。 
3z=+2 х<0 
т. 设 函 数 Ar 0<r<1 RR Rlimf Cx), limf). 
x0 zl 
a х2>1 


13 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


1.3.1 无 穷 小 量 


EX 1-3-1 FKR у= SfE Н ЖЕН > 的 某 个 变化 过 程 中 以 零 为 极限 , 则 称 在 该 变 
化 过 程 中 ,/(z) 为 无 穷 小 量 ( 简 称 无 穷 小 )。 通 常用 希腊 字母 ,8,y 来 表示 无 穷 小 量 。 

例如 , 当 zx 一 0 时 ,zx? ,YT ,sinz 都 是 无 穷 小 量 ; 当 x 一 1 时 , С 10° ,lnz 都 是 无 穷 小 
Hb; 当 w>oo 时 ,二 ,南都 是 无 穷 小 量 。 

注 : 

(1) 无 穷 小 量 是 一 个 以 0 为 极限 的 变量 ,常量 中 除 0 外 不 管 多 小 的 数 也 不 是 无 穷 小 
量 , 即 数 0 是 唯一 可 以 作为 无 穷 小 量 的 常数 。 

(2) 无 穷 小 量 与 自 变 量 的 变化 过 程 密切 相关 ,不 能 笼统 地 说 某 个 变量 是 无 穷 小 量 , 必 
须 指 出 它 的 极限 过 程 。 例 如 , 当 Z 一 0 时 ,zz 是 无 穷 小 量 ; тй z—1 时 ,x? 不 是 无 穷 
小 量 。 

无 穷 小 量具 有 如 下 性 质 。 

性 质 1-3-1 有 限 个 无 穷 小 量 的 代数 和 仍 为 无 穷 小 量 。 

性 质 1-3-2 ”有 界 变量 与 无 穷 小 量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 。 

性 质 1-3-3 ”常数 与 无 穷 小 量 的 乘积 仍 是 无 穷 小 量 。 

性 质 1-3-4 有 限 个 无 穷 小 量 的 乘积 仍 是 无 穷 小 量 。 

注 : 两 个 无 穷 小 量 的 商 不 一 定 是 无 穷 小 量 。 


例 1-3-1 Ж luwas 
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Ed 
解 acol, sinz 的 丽 数 值 在 一 1 和 1 ЖН =й”. ЖАТЫЙ ЖП 
数 ,因此 它 无 极限 ; 但 有 |sinz|<1, 即 sinz 是 个 有 界 量 ; 又 lim 二 一 0, 即 当 zx 一 oo 时 ,二 是 


车 limf(z) 二 A, 则 ГС) А ERREF, В zx 一 zo 时 ,f(z) 一 A 为 无 穷 小 量 。 

无 穷 小 量 不 仅 在 解决 实际 问题 中 具有 很 强 的 现实 意义 ,而 且 在 微 积 分 的 逻辑 体系 中 
具有 重要 的 理论 意义 ,以 致 到 现在 人 们 还 常常 把 微 积分 理论 称 为 “无 穷 小 分 析 ”。 这 是 因 
为 微 积分 的 许多 重要 概念 都 以 极限 为 基础 ,而 极限 又 与 无 穷 小 量 有 着 密切 的 联系 ,这 种 联 
系 表现 为 定理 1-3-1。 

定理 1-3-1( 极 限 与 无 穷 小 量 的 关系 ) ”lim /(x) А 的 充分 必要 条 件 是 /(x) 二 A 十 
а(х). ЖФ а(х) x 一 xo 时 的 无 穷 小 量 。 

将 定理 1-3-1 中 自 变量 的 变化 过 程 换 成 z— оло e> Боо, оо 6 ДУШИ 
况 后 定理 仍然 成 立 。 


1.3.2 无 穷 大 量 


定义 1-3-2 在 自 变量 xz 的 某 个 变化 过 程 中 ,车 相应 的 函数 值 的 绝对 值 | /(zx) | 无 限 
增 大 , 则 称 在 该 变化 过 程 中 ,/(z) 为 无 穷 大 量 (简称 无 穷 大 ) , 记 作 limfa) = со, 
如 果 相 应 的 函数 值 /(zx) (一 f(z)) 无 限 增 大 , 则 称 在 该 变化 过 程 中 /(x) 为 正 ( 负 ) 无 


穷 大 , 记 作 бау) = оо (оо), 例如 ,5 是 x 一 2+ 时 的 正 无 穷 大 量 ; Inz 是 x 一 0+ 


无 穷 小 量 , 故 由 性 质 1-3-2 lise o, 


时 的 负 无 穷 大 量 , 即 lim 5 +оо, lim nz 一 一 ce。 
无 穷 大 量 是 极限 不 存在 的 一 种 情形 ,这 里 虽 借用 极限 的 记号 ,但 并 不 表示 极限 存在 。 
(1) 无 穷 大 量 是 变量 ,一 个 常数 不 论 有 多 大 (如 10'” 等 ) 都 不 能 作为 无 穷 大 量 。 
(2) 无 穷 大 量 与 自 变 量 的 变化 过 程 有 关 。 例 如 , 当 ror, 是 无 穷 大 量 ; 而 当 
ZX 了 0 时 ,zz 却 是 无 穷 小 量 。 
(3) 函数 在 变化 过 程 中 绝对 值 越 来 越 大 且 可 以 无 限 增 大 ,才能 称 为 无 穷 大 量 , 因 此 无 
穷 大 必 无 界 ; 但 反之 不 真 , 例 如 ,jz) 王 zcosz 当 工 co 时 是 无 界 的 ,但 不 是 无 穷 大 。 
对 比 无 穷 小 量 ,无 穷 大 量具 有 如 下 性 质 。 
性 质 1-3-5 ”有限 个 无 穷 大 量 的 乘积 仍 是 无 穷 大 量 。 
性 质 1-3-6 不 为 零 的 常数 与 无 穷 大 量 的 乘积 仍 是 无 穷 大量 。 
性 质 1-3-7 有 界 变 量 与 无 穷 大 量 之 和 为 无 穷 大 量 。 
Ж. 两 个 无 穷 大 量 的 商 不 一 定 是 无 穷 大 ,两 个 无 穷 大 量 的 和 或 差 也 不 一 定 是 无 穷 大 
。 然 而 ,两 个 正 无 穷 大 量 之 和 仍 为 正 无 穷 大 量 , 两 个 负 无 穷 大 量 之 和 仍 为 负 无 穷 大 量 。 


1.3.3 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 关系 
定理 1-3-2( 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 关系 ) 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ,无 穷 大 量 的 


к 
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= 
倒数 是 无 穷 小 量 , 恒 不 为 零 的 无 穷 小 量 的 倒数 为 无 穷 大 量 。 
例如 , 当 z>0 时 ,xz 为 无 穷 小 量 ,二 为 无 穷 大 量 ， 即 有 lim 二 一 У хоо, = 为 无 


穷 大 量 ,二 为 无 穷 小 量 , 即 有 lim 二 一 0。 


1.3.4 无 穷 小 量 的 阶 

在 自 变 量 的 同一 变化 过 程 中 ,两 个 无 穷 小 量 的 和 、 差 、 积 均 为 无 穷 小 量 ; 但 两 个 无 穷 
小 量 的 商 却 不 一 定 是 无 穷 小 量 ,这 是 由 于 两 个 无 穷 小 量 的 商 的 极限 有 各 种 可 能 。 例 如 , 当 
a0 时 ,z,2z，za 昌 均 为 无 穷 小 量 ,但 Dlim 储 =2; Фит 0: @lim 跨 一 一 。 完 其 原 
因 是 分 子 .分 母 的 两 个 无 穷 小 量 趋 近 于 零 的 “速度 ”可 能 不 同 。 上 面 D 的 极限 是 有 限 数 2, 
说 明 分 子 和 分 母 趋 近 于 零 的 速度 "相仿 ; @ 的 极限 是 零 ,说 明 分 子 趋 于 零 的 “速度 ”比分 
母 快 ; @ 的 极限 是 无 穷 大 量 ,说 明 分 子 趋 于 零 的 * 速 度 ”比分 母 慢 。 

定义 1-3-3 设 a,8 是 同一 变化 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 量 。 


CD 如 果 lim 20 МВ а 高 阶 的 无 穷 小 量 , 记 作 оса) ,也 称 a 是 比 8 低 阶 
的 无 穷 小 量 。 

(D 如 果 lim Ë — 0. В а 是 同 阶 无 穷 小 量 。 特 别 地 , 当 c==1, 即 lim 2.1 
Ш.Ж В ба 是 等 价 无 穷 小 量 . 记 作 < 一 5。 

如 上 例 中 的 zz,2z,z, 当 zx 一 0 时 ,zx 与 2z 是 同 阶 无 穷 小 量 ; zs 是 比 过 较 高 阶 的 无 穷 
ЛУШ; 2z 是 比 x? 较 低 阶 的 无 穷 小 量 。 

定理 1-3-3( 等 价 无 穷 小 量 蔡 换 定理 ) ”在 同一 变化 过 程 中 ,如 果 a~a ,8 一 8 В. 
lim 人 存在 , 则 i 

a a 
证 明 h ama’ B~ A lim =I lim =l, T 


lim f = ш 


жЕ) lim É + lim 2, + lim £ mE 
证 毕 。 
等 价 无 穷 小 量 蔡 换 定 理 表明 : 求 两 个 无 穷 小 量 的 商 的 极限 时 ,分 子 、 分 母 可 分 别 用 它 
们 的 等 价 无 穷 小 量 代替 。 我 们 将 会 发 现在 求 极限 的 过 程 中 ,如 果 能 适当 使 用 等 价 无 穷 小 
量 蔡 换 , 将 给 计算 带 来 极 大 的 方便 。 


习题 1-3 


1. 下 列 各 式 中 ,哪些 是 无 穷 小 量 ? 哪些 是 无 穷 大 量 ? 
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V 
(GD хт„=(—1)* Zaro) t= us 
s 3" ^^ siB” 
3. РЕ =< 
(3) у=2 (2+0) W у= 0623) 
(5) у=37—*(х=—оо) 0 ee 


2. 下 列 函数 在 自 变量 怎样 的 变化 过 程 中 是 无 穷 小 量 ? 在 自 变量 怎样 的 变化 过 程 中 
是 无 穷 大 量 ? 


(1) y=2x* (2) у=10* (3) > 一 Inz (4) 
3. 利用 无 穷 小 量 的 性 质 求 下 列 极限 。 
(1) lim(z2 +-2sinz) (2) luwas 
工 一 0 == T 
(g) lim arcten (4) lim(z 一 1)cos 
zeo x= 2-1 2—1 


4. Оф z—2 hf,z2—4z+4 5 х—2 相 比 , 哪 一 个 是 高 阶 无 穷 小 量 ? 
5. 当 x 一 1 时 ,无 穷 小 量 1 一 z 和 1 一 z? 是 否 同 阶 ? 是 否 等 价 ? 1 一 + 和 二 (1 一 之 ) 相 比 又 


1.4 极限 的 性 质 与 运算 法 则 


1.4.1 极限 的 性 质 

以 下 性 质 只 对 cro 时 的 情形 加 以 叙述 ,其 他 形式 的 极限 也 有 类 似 的 结果 。 

性 质 1-4-1( 唯 一 性 ) 若 lim feae) =A.lim fGe) = B.MJ A= B. 

性 质 1-4-2( 有 界 性 ) 若 lim fO SA WRR /(z) 在 zo 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 。 

性 质 1-4-3( 保 号 性 ) 若 lim DSA H ASOR A<0) ТЕ ze 的 某 去 心 邻 域内 恒 
有 SSOR f(x) 二 0)。 

推论 1-4-1 若 lim/(z) 二 A 上 且 在 x。 的 某 去 心 邻 域内 恒 有 f(z) 宇 0( 或 /(z) 志 0), 则 
A 三 0( 或 A<0)。 


1.4.2 极限 的 四 则 运算 法 则 


定理 1-4-1 在 自 变 量 的 同一 变化 过 程 中 , 设 limf) K limg (zx) 都 存在 , 则 有 下 列 运 
算法 则 : 

(1) lim[ f(z)+tg(z)]=limf(z)+tlimg(zx) 

(2) lim[ С) * g(z) ]=lim f(>) * limg(>) 
fix) т/а) 
g(x) limg(Cz) 


(3) lim (limg(z)=#0) 
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这 里 只 证 明 法 则 (2) ,其 他 法 则 证 法 类 似 。 
证 明 设 limf/(z)==A,limg(zx) 二 B, 由 极限 与 无 穷 小 的 关系 知 
fa) 一 A 二 ca,g(z) = ВЪВ (ажр 都 是 无 穷 小 量 ) 
于 是 
f(x) * glx) = (A +a) + (B+ 0) = AB + (Aa + B8+aB) 
由 无 穷 小 量 的 性 质 知 Aa 十 BB 十 aB 仍 为 无 穷 小 量 , 再 由 极限 与 无 穷 小 的 关系 可 得 
lim[LFCz)。g(Cz)] = AB = limf (x) • limg(zx) 

证 毕 。 

上 述 的 运算 法 则 不 难 推广 到 有 限 多 个 函数 的 代数 和 及 乘积 的 情况 。 

推论 1-4-2 设 limf(z) 存 在 ,C 为 常数 ,n 为 正 整数 , 则 有 

(1) lim[C + f(x)]=C* limf (zx) 

(2) lim [f ]" = т Сас) ]" 

Ж: 在 使 用 这 些 法 则 时 要 求 每 个 参与 极限 运算 的 函数 的 极限 必须 存在 ,并 且 作 为 分 
母 的 函数 的 极限 不 能 为 零 。 

例 1-4-1 求 lim 022° —5r +1), 

ВЕ Ilim (2z'—5z-+-1)=2 тл? —5 lim ++ liml=2 (imz)’—5° (—1)+1 

=2 + (—1):+6=4 
ео Жш” 72—10 
210 222—5 

解 因为 分 母 的 极限 lim(2z? 一 5) 二 一 5 关 0, 所 以 由 商 的 极限 的 运算 法 则 可 得 
тС? —7хж— 10) 


Ba 2275—10 10 2 
z 2—5 та? — 5) — 5 
一 

а а-ы 


解 因为 分 母 的 极限 lim(z 一 25) 一 0, 故 不 能 直接 使 用 商 的 极限 的 运算 法 则 ,此 时 分 
式 函 数 的 极限 将 取决 于 分 子 的 极限 。 在 这 里 分 子 的 极限 lim(zx* 一 4z 一 5) 二 0, 分 子 和 分 母 
有 公 因 子 (z 一 5) ,而 zx 一 5 时 ,zx 关 5, 故 可 以 约 分 , 即 


йз #*-—{лж— 5 iii (92—50 70624-10 lisa 3-1 3 
z 2? — 25 2-5 (2—5) • (21-5) =ғ-52+5 5 
„3 
MW эр Р, 
2-21 —2z 


解 因为 分 母 的 极限 lim(z 一 2z) 一 0, 故 不 能 直接 使 用 商 的 极限 的 运算 法 则 ,但 分 子 


的 极限 lim(z’ 十 1) = 二 9 才 0。 此 时 可 以 考虑 原 函 数 倒数 的 极限 lm 二 二 六 二 0, 即 当 x 一 2 时 


E — 3 


ER Ait, 由 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 倒数 关系 知 


对 于 xz 一 = 时 函数 的 极限 .可 用 分 子 、 分 母 同 除 以 它们 的 最 高 次 寡 , 然 后 再 求 极 限 。 
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3 一 一 
例 1-4-5 Rlim ү кру > 
# 这 里 分 子 . 分 母 的 极限 都 不 存在 ,不 能 直接 应 用 极限 的 运算 法 则 , 若 把 分 子 、 分 母 


同时 除 以 最 高 次 震 >° , WJ 


Пон 50 Йй кй å 

lim ze tri ЕА й Fe a lim(3 = ` z =) 3 
3 2 эре 

= ШШЕ 0 S „р, і(4+2+2) 

х х x-0 T T 


2 F242 
例 1-4-6 Ж торте 


O T АЗРЕТИ E >° , 则 


Bagi 
grt __„ к F = _0_ 
ep pp тоо лае а 8—0 
= 地 
z х 
ваар 
Ила азаар 
# 由 例 1-4-6 及 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 倒数 关系 可 得 
3z? 一 2z2 十 1 _ 
ШШ эл Fet > 
一 般 地 ,有 
0 n<m 
. aor ax a, ao 
[= бүк" bm bo гае 
° n>m 


例 1-4-8 Riim = куруы, 
fO ` x—0O 时 ,分 子 分 母 的 极限 均 为 0, 不 能 直接 用 极限 运算 法 则 ,但 可 以 先 有 理 


化 ,再 求 极限 : 
1 1 


я 4+2 —@ М4 +0 — 2) (04 +2 +2) А 
lim lim lim 
= z = Zz(CV4 十 工 十 2) = MV4 王 工 十 2 4 
=тж+2 z<Q 
例 1-4-9 ЕЯ fF(z) 王 423 十 2 0<х<1 Кітс) *limfG), 
2 一 将 х221 
解 ВР а 7602— lim (一 z 十 2) 一 2， i Ba 
z0 
故 lim f(x) = ас) = = 2 
2-07 2-0% 
于 是 limf(x) = 2 
2—0 


又 因为 lim f(x) = lim(z 十 2) 一 3 
= zl 
lim f(x) = lim (2— x) = =1 


zl1t 2-1 
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所 以 lim f(x) Æ lim f(x) 
z= zl1t 
因此 ,limf/(z) 不 存在 。 
жі 
习题 1-4 
1. 计算 下 列 极限 。 
= ЧЕЗ рн. 6: 
= (2 Шат? 
02422 —3 . 1522—3942 
copin та чш Fa 
m 9 == не = 
(yi 0 =, (6) lim 1а 
к—0 [Д z = 
(7) lim (3 一 二 + 高] (gy i 82 — алсак 
co т + 


2 
(9) lim +100 _ 


00% —5z—TT 


a1) in 222и 


аз) | 5n? 


(15) lim zx( /i +1—2) 


3z=+a х<0 
Aq: 

2. ЖЕК /(z) 一 并 十 1 
b 
E, 

个 极限 值 
т 
# bt lim, Р 


(2+1) 9+2) (п+3) 


0<x<1 


ga 


ao) tim(1++)(2-4) 
了 一 co т т 

(12) ii (+++) 
ке 2 14 2" 


„(Л 3 
а Е г) 


a Jacl 
$16) LEETE 


,车 lim/(z) 和 lim/(z) 存 在 , 求 a,b 的 值 和 这 两 


im =й < 十 4 存 在 且 为 常数 65, 求 常数 4 与 5 的 值 。 


1.5 极限 存在 的 两 个 准则 及 两 个 重要 极限 


本 节 介绍 两 个 特殊 而 重要 的 极限 ,我 们 要 利用 它们 解决 很 多 极限 的 计算 。 为 了 得 出 
两 个 重要 极限 公式 , 先 给 出 两 个 判定 极限 存在 的 准则 。 


1.5.1 极限 存在 的 两 个 准则 


准则 1-5-1( 夹 逼 准则 ) ”在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ,如 果 函 数 FCz),g(Cz) ha 
Ж: g(z)< f(z)S<Ch(z). H limg(z=)=limh(z=)=A.JBlIJ limf(z)=A. 
准则 1-5-2 ”如 果 数 列 {z,} 是 单调 有 界 的 , 则 т, 一 定 存在 。 
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1.5.2 两 个 重要 极限 


证 明 АС 20 0л Упа , 即 改变 x 的 符号 时 ,Sa 的 值 不 变 ,所 以 只 


讨论 xz 二 0 时 的 情形 即 可 。 
作 单 位 圆 (图 1-5-D RL fi АОВ (0) н A 
处 的 切线 与 OB 的 延长 线 交 于 DD, 又 ВС ОА, 


AD =їапт, ВС = ѕіпх, АВ = = 


Н.Ж Sams <Sapows <Samp ;所 ці. 2 Sing < >= 1. z tanz, Вр sinz 一 


Z<tanz, 同 除 以 sinz, 得 Е ы 
z < 1 
sinz ~ cosx 
三 项 都 为 正 数 , 取 它们 的 倒数 ,得 
соѕл < — айр н! 
又 因为 limcosz 一 1 一 liml, 由 准则 1-5-1 Ж 
lim sinz = | 
1-0 T 
Ж: 这 个 重要 极限 是 型 ,为 了 强调 其 形式 ,我 们 把 它 形象 地 写作 
lm 3-1 。 ( 方 框 口 代表 同一 变量 ) 
—0 
例 1-5- 
解 lim tanz — Jim (= 1 ) lim sinz .lim — 
2—60 > z—0 т сов 2-0 £ z—0 COST 
例 1-5-2 Жі 5055 рм 
2si = sin? = sin = 
解 fal совт lim 2 1 lim 2 1 lim Е: 
— z? z=0 2° 2 zo Е] 2 z| = 
2 2 


例 1-5-3 Rip an, 
= 


解 S t=arcsinz, I] += sin, 4 z=—0 В. 10, T E: 
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=lim—_=1 


. arcsinz 
lim 一 一 一 
2-0 <= 1o sint 


同 理 可 得 


;— arctanzr 
lim 一 一 一 1 
z <= 


aisa ai a sn. 
z~0tan5z 


解 由 重要 极限 limsioz 一 1 及 例 1-5-1 结论 可 得 


i эш 
5 = Зл 2-0 tan5 工 5 


.sin3x sin3x ‚3л 5z 3 q 530 
m —— = lim . lim 
2-0 


рш tan5 工 З= ` 5x tan5z 


2. Im 人 1+ 二 | =e 

这 个 极限 可 以 利用 准则 1-5-2 来 证 明 , 这 里 不 作 理论 讨论 ,只 列 出 人 1 十 十 】 的 数值 
表 ( 表 1-5-1) ,以 观察 其 变化 趋势 。 

表 1-5-1 


* 1 2 3 4 5 10 100 1000 10000 ay 


(19). 2 | 2.250 | 2.370 | 2.441 | 2.488 | 2.594 | 2. 705 | 2.717 | 2.718 


当 2 时 ,人 (+ 二 的 极限 存在 ,并 且 是 一 个 无 理 数 e, 即 


这 里 
e 一 2.718281828459045… 
ЗОВ y 一 e НИНА уг 中 的 底 。 就 是 这 个 常数 。 如 果 令 二 一 …, 则 当 zc 
时 ,0, 公 式 还 可 以 写作 
lim (1 十 上 一 e 
Ж: 这 个 重要 极限 是 1” 型 ,为 了 强调 其 形式 ,我 们 把 它 形象 地 写作 


: а ч š 1 
lm (1+5) =e 或 lim (+ эп =e 
其 中 ,三 角形 ( 八 ) 或 方 框 ( 口 ) 代 表 同 一 变量 。 
例 1-5-5 求 下列 函 数 的 极限 。 


зү А ү a T Лү 
00 пт (14-2) e lim (1 2) ® tin [23] 
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V 
解 (1) Фи, z=3u,24 zco 时 ,wx>co, 于 是 


是 04+ 引 = 更 0+a = ро GS T =。 


(2) 令 一 z 一 4, 则 х= —и, 4 хов, ио, Р 


2х+3 一 2u+3 anms 3 
tim (1 1) = im (1 L) = tim (14 J] -üm (1+5) 
сева z сә и om и ao и 


= et ле 
一 般 地 ,我 们 可 以 得 出 下 面 的 结论 : 
ба (1 +2)" = e” (15-09 
z-o Ж 


к-®=о 


ity q; [127 x, 
© tim [Ë СЕЗ] 一 lim к Н =Š 一 er 


例 1-5-6 жиш, 


解 ш! Lte) 
r 


= 


=limln (1) ln e=1 


解 1-6-1. a lia С) 4 z—0 时 ,有 上 >0, 于 是 
—Л.. ü 1 es 
Im = limpa Fo 1 


对 照 1. 3 节 等 价 无 穷 小 量 的 概念 , 当 xz 一 0 时 ,可 得 下 列 常用 等 价 无 穷 小 量 
Bina =й I lÍ ti = 
агсѕіпх ~ х arcant ~ х nata ~ х е 1-2 
利用 等 价 无 穷 小 量 蔡 换 定理 , 例 1-5-4 a A E ОНЖ. AA z—0 时 ， 
sin 3z 一 3zvtan5z 一 5Zz, 所 以 


lim 31035 = Jim 3® = 3 
z~o tan5z =ғ-0 5 工 5 


只 有 当 分 子 或 分 母 为 函数 的 乘积 时 ,各 个 乘积 因子 式 才 可 以 分 别 用 它们 的 等 价 
无 穷 小 量 代 换 。 对 于 和 或 差 中 的 函数 ,一 般 不 能 分 别 用 等 价 无 穷 小 量 代 换 。 例 如 ， 


li tanr— sinz 
i Ет SN 


2 
= =lim =0 
工 一 0 sin = 了 0 #* 


是 不 正确 的 。 正 确 做 法 如 下 。 


. tanz — sinx ,Ml — соѕх) 
lim lim 


工 一 0 sinx 2-0 z 2-0 T 2 


* 2 — хсоѕх)агсіапх 
ass а нра 
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解 ”因为 当 z 一 0 时 ,有 1— cose ~ Fs arctanz ~x, In(1+z) ~ х, апл — sing = 


tanz(1— cosx) ~Ha ,所 以 


б (x — zcosz)arctan= шше (= 
2-0 (tanz — sinz)ln(1+ z) т—0 13 z=0 1 в 


Ж, 极限 lim[1+ 十 ] =e 之 所 以 重要 ,是 因为 自然 界 和 社会 中 的 许多 现象 和 事物 ， 


如 植物 的 生长 .放射 性 物质 的 衰变 、 细 菌 的 车 殖 、 热 的 辐射 、 复 利 的 计算 等 大 量 实际 问题 都 
可 以 归结 为 这 种 形式 的 极限 。 作 为 第 二 重要 极限 的 应 用 ,下 面 介 绍 复 利 计 息 公式 。 所 谓 
复 利 计 息 ,就 是 将 第 一 期 的 利息 与 本 金 之 和 作为 第 二 期 的 本 金 ,然后 反复 计 息 。 设 本 金 为 
Au ,年 利率 为 ,一 年 后 的 本 利和 为 
A, = А» +А,ғ = A, (1+r) 

把 А, 作为 本 金 存 入 ,第 2 年 年 末 的 本 利和 为 

A, = A, Аг = A,(1+r) 
照 此 计算 ,得 到 上 年 后 的 本 利和 为 


AG + r)Š 


A, = A, (1 + r)' 
为 nn 期 结算 ,年 利率 仍 为 六 于 是 每 期 利率 为 二 


(1-5-2) 


若 把 一 年 均 分 ,得 :年 后 的 本 利和 为 


A= [1+ (1-5-3) 


若 采取 瞬时 结算 法 , 即 随时 生息 随时 结算 ,也 就 是 当 mc 时 ,得 :年 后 的 本 利和 为 


É 
А, = NmA,.[! +£) = Ае" (1-5-4) 
习题 1-5 
1. 计算 下 列 极限 。 
(1) lims (2) lim en 
(3) lm ae (4) limzcot= 
=051п52 2—0 


2 
(5) limz? (2) 
g = 
(7) im 人 (1 过) 
并 一 co х 
(9) lim(1—z)# 
per 


{| 6z 十 5 
an lim (1+) 
pera zx 


(6) lim3"sin š Z= Cr 为 不 等 于 0 的 常数 ) 


(8) (2) 


(10) lim(1+tanz = 


1 
(12) pa =i 
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2. 利用 等 价 无 穷 小 的 性 质 , 求 下 列 极 限 。 


sin(a") 


tanr— sinx 


СТУ limn (nmEN') (2) lim $ 

z0 (sinz)” z=0 sinr 
(Уйат бее (4) lim 5172 

2—0 XSINT z~otan3 工 

. агсѓапЗх . їап(бтїапт) 
те еры 

к. БУСА 10 Ë „їй 
(7) lim 9 (8) limz[ln(z 十 1) Inz] 


1.6 函数 的 连续 性 


1.6.1 函数 连续 性 的 概念 


自然 界 中 有 许多 现象 ,如 气温 的 变化 河水 的 流动 、 动 植物 的 生长 等 ,都 在 连续 地 变化 
着 。 这 些 现 象 反 映 在 数学 上 就 是 函数 的 连续 性 , 它 是 与 函数 极限 密切 相关 的 另 一 个 基本 
概念 ,也 是 微 积分 研究 的 主要 对 象 。 下 面 介绍 函数 连续 性 的 概念 ,为 此 先 引 入 一 个 常用 的 
概念 和 记号 。 

设 变 量 u 从 一 个 初 值 ui 变化 到 终 值 ws , 终 值 与 初 值 之 差 w, 一 ww , 称 为 变量 и 的 增 量 
或 改变 量 , 记 作 Au, 即 Au=u:— u . 

注 : Au 可 正 、 可 负 、 可 为 零 , 它 是 一 个 完整 的 符号 ,不 能 将 其 看 作 人 与 变量 的 乘积 。 

设 函 数 у= ГО) fE Fa z 的 某 个 邻 域 上 有 定义 , 当 自 变量 工 由 zw 变 到 zo + Az ИУ, В 
ЖС у 相应 地 由 jzo) 变 到 f(zo 十 Ax), 因 此 函数 相应 的 增 量 为 Ay 二 f(zo 十 Az) 一 f(zxo)。 

从 直观 上 说 ,如 果 一 个 函数 是 连续 变化 的 , 它 的 图 形 应 是 一 条 不 间断 的 曲线 
(图 1-6-1)。 如 果 函 数 是 不 连续 的 , 那 就 是 曲线 的 图 形 在 某 处 断 开 了 (图 1-6-2)。 


y=f(x) 


Xo xotAx X Xo xotAx x 


图 1-6-1 图 1-6-2 


对 比 两 个 图 像 发 现 : 图 1-6-1 中 函数 的 图 像 是 一 条 连续 的 曲线 , 它 在 点 z 处 连续 。 当 
自 变量 т 在 点 ло 处 取得 极其 微小 的 改变 量 Ar 时 ,函数 的 相应 改变 量 Ay 也 极其 微小 , 且 当 
Ах—=0 时 ,Ay 也 趋 于 0。 而 对 于 图 1-6-2 中 的 函数 , 当 自 变量 在 点 zo 处 取得 微小 改变 量 
Ar(Azr>0) 时 ,对 应 的 函数 值 发 生 了 显著 的 变化 。 显 然 , 当 Aro 时 ,Ay 不 可 能 趋 近 于 零 。 
定义 1-6-1 РМ у= ГС) Е ло 的 某 个 邻 域内 有 定义 ,如 果 自 变量 的 增 量 Ar 趋 

于 零 时 ,对 应 的 函数 增 量 Ay 也 趋 于 零 , 即 
lmAy=0 或 Ша[/(+Ах)—/()]=0 (1-6-1) 
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则 称 函 数 у= f OEA x 处 连续 。 
例 1-6-1 用 定义 1-6-1 证 明 y= 二 3zx? 十 1 在 点 zo 处 连续 。 
证 明 当 自 变量 zx 在 ze 处 取得 改变 量 Ar 时 ， 
Ду = f(zot Az) — flx) = [3 (хо Ах) +1] — (322 +1) 
一 6zo。Azr 十 3 (Ar)? 
limAy = lim (бло • Ax +3 (Az)°) = 0 
则 由 定义 1-6-1 可 知 ,y=3z? 十 1 在 点 zo 处 连续 。 证 毕 。 
在 定义 1-6-1 中 , 令 z=zo 十 Az, 则 当 Az 一 0 时 ,z 一 zo, 于 是 limAy 一 0 可 改 为 
lim[ f(x) — /Са)]=0, lim / С) =f lro), РАНА Ж 1-6-1. 
定义 1-6-1” 设 函数 y= SODE z, 的 某 个 邻 域 内 有 定义 , 若 
lim f(x) = fCzo) (1-6-2) 
则 称 函 数 y==f(x) 在 点 x 处 连续 。 
由 定义 1-6-1 可 看 出 ,函数 fO) fE А ze 处 连续 ,必须 同时 满足 以 下 三 个 条 件 : 
(1) 函数 f(z) 在 点 ло 的 某 个 邻 域内 有 定义 ; 
(2) lim /(z) 存 在 ; 
(3) lim fCz) = flo). 
从 条 件 (3) 知 ,车 函数 连续 , 则 极限 符号 与 函数 符号 可 以 相互 交换 , 即 
lim f(x) = f(x) = f(limz) (1-6-3) 
与 左 、 右 极限 的 概念 对 应 ,有 左 连续 和 右 连 续 的 概念 : 若 lim f(x) 三 f(zo), 则 称 函数 
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у= ГО) Е ло 处 左 连续 ; 若 lim f(z) = f(zo) ; 则 称 函 数 у= f(x) {Енд zo 处 右 连续 。 


定理 1-6-1 函数 /(z) 在 点 xo 处 连续 的 充 要 条 件 是 ,函数 / (т) {Е т, 处 既 左 连续 又 
右 连续 。 

定义 1-6-2 如果 函数 y 二 f(z) 在 (a,5) 内 每 一 点 都 连续 , 则 称 函 数 f(x) 在 区 间 
(qa,b) 内 连续 ; ERR y 二 f(x) 在 (a,5) 内 连续 ,并 且 在 z= 二 a 处 右 连 续 ,在 z==b 处 左 连 
续 , 则 称 函 数 /(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,也 称 /(x) 为 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 。 

1.6.2 初等 函数 的 连续 性 

定理 1-6-2 ”如 果 函 数 /(z) 与 g(z) 在 点 zo 处 连续 , 则 Cagla), fa) e gla), 
L (gla FOHTEN z 处 连续 。 
g(x) 

只 证 明和 与 差 的 情况 ,类似 地 可 以 证 明 积 与 商 的 情况 。 

证 明 因为 /(z) 与 g(x) 在 点 ze 处 连续 ,所 以 lim ГС) = Со), бтв (к) Со), 


于 是 有 


lim[f£(z) + g(z)] = limf(z)+ limg(z) = f(z) + g(x0) 
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因此 ,jz) 士 g(z) 在 ro 处 连续 。 证 毕 。 

定理 1-6-2 可 以 推广 到 有 限 多 个 函数 的 和 、 差 、 积 和 商 的 情形 。 

定理 1-6-3 HAE uSp) E ro 处 连续 ,y 二 了 (ww) 在 点 ww 二 g(xo) 处 连续 , 则 复 
合 函 数 y= Slp JER ro 处 连续 。 

可 以 证 明 ,基本 初等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 。 根 据 定理 1-6-2 和 定理 1-6-3 
可 得 ,初等 函数 在 定义 区 间 内 都 是 连续 的 。 因 此 ,要 求 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 某 点 的 极 
限 ,只 需求 初等 函数 在 该 点 的 函数 值 即 可 。 至 于 分 段 函数 的 连续 性 , 除 按 上 述 结 论 考虑 每 
一 段 函数 的 连续 性 外 ,还 必须 讨论 分 界 点 处 的 连续 性 。 

例 1-6-2 求 下 列 极限 : 

(1) lim/8—z (2) limln(sinz) 


== 


2 


й (1) 因为 V8 一 x 是 初等 函数 ,定义 域 为 [一 2V2 ,2V2] ,而 2E[ 一 2V2 ,2V2], 所 以 
lim „8—2? = /8—2 =2 


(2) 因为 In(sinz) 在 zz 二子 处 连续 ,所 以 


limln(sinz) = In(sin z)= Inl = 0 


РЕ: 


2 


1.6.3 ”函数 的 间断 点 


定义 1-6-3 如果 函数 y= 二 A(z) 在 点 zo 处 不 连续 , 则 称 ze 是 /(z) 的 间断 点 。 

由 函数 在 某 点 连续 的 定义 可 知 ,如 果 f(x) 在 x。 处 有 下 列 情况 之 一 , 则 点 ze 是 函数 
f(z) 的 一 个 间断 点 : 

A) 函数 SCDE xo 处 没有 定义 ; 

(2) lim /(z) 不 存在 ; 

(3) 虽然 lim /(z) 存 在 ,但 lim fz) Z Со). 

下 面 举例 说 明 函 数 间 断 点 的 几 种 常见 类 型 。 


例 1-6-3 函数 SEE а 处 没有 定义 , 则 z=1 是 函数 的 间断 点 。 又 因为 
2 1. асо = 
žm л — 1 2-1 


所 以 ,车 补充 函数 在 x==1 处 的 定义 , 令 С) 2, MAARE +=1 处 连续 。 所 以 z=1 称 
为 可 去 间断 点 (图 1-6-3) 。 

а? 工 天 0 

例 1-6-4 Р 02) = 0 Blim f(>z) =limz=2 =0 (А /(0)==1, 所 以 
T z= z0 20 
limf(z) = f0) 

因此 z=0 是 函数 的 间断 点 。 但 如 果 改 变 函 数 在 х=0 处 的 值 , 令 /(0)=0, 则 所 给 函数 在 
Zz 二 0 处 连续 。 这 种 情况 下 0 也 称 为 可 去 间断 点 (图 1-6-4) 。 
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图 1-6-3 图 1-6-4 


一 般 地 ,可 去 间断 点 具有 这 样 的 特征 : 函数 在 该 点 左右 极限 都 存在 且 相 等 ,但 函数 
在 该 点 没有 定义 ,或 虽 有 定义 但 极限 值 与 函数 值 不 相等 。 
а? 2<0 
Ф] 1-6-5 1/02) = ,讨论 /(z) 在 z=0 处 的 连续 性 。 
+1 z>0 
E 因为 lim f(x) lim 22 0, lim f(x) lim (z+) l, 
JEZE ‚АВЕ Ж ATE E ЇН ЖП, elim С KTERE EDA z — 0 
为 间断 点 。 因 函数 图 形 在 zx 一 0 处 产生 “跳跃 ”现象 , 故 称 这 个 间 
断 点 为 跳跃 间断 点 (图 1-6-5) 。 
B 1-6-6 正切 函数 > 一 tanz {Е т = APR Ж.Ш т=-—- 


是 函数 的 间断 点 。 又 因为 


limtanz = со 


-3 
2-3 


所 以 这 个 间断 点 称 为 无 穷 间 断 点 。 图 1-1-20 给 出 了 函数 y 二 tanz 的 变化 情况 。 
例 1-6-7 PM у=зїп 二 在 xz 一 0 处 没有 定义 , 则 xz 一 0 是 丽 数 的 间断 点 。 又 因为 当 
ж—=0 时 ,函数 值 在 一 1 与 1 之 间 变 动 无 限 次 ,所 以 称 х=0 为 振荡 间断 点 (图 1-6-6) 。 


以 上 例子 给 出 了 间断 点 的 一 些 常见 类 型 。 通 常 把 间断 点 分 为 两 类 : 设 zx。 是 函数 
f(z) 的 一 个 间断 点 ,如 果 当 x 一 zo 时 ,f(z) 左 、 右 极限 都 存在 , 则 称 ze 为 /(xz) 的 第 一 类 
间断 点 ; 否则 , 若 /(z) 左 、 右 极限 至 少 有 一 个 不 存在 , 则 称 zo 为 /(z) 的 第 二 类 间断 点 。 
对 于 第 一 类 间断 点 , 当 lim /(z) 与 lim /(x) 均 存在 但 不 相等 时 , 称 zo 为 A(x) 的 跳跃 间断 


za т=з] 
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点 ; 当 lim/(z) 存 在 ,但 不 等 于 ГС) Е zo 处 的 函数 值 时 , 称 zo 为 /(z) 的 可 去 间断 点 。 


显然 ,无 穷 间 断 点 和 振荡 间断 点 都 是 第 二 类 间断 点 。 
1.6.4 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


本 小 节 先 说 明 最 大 值 与 最 小 值 的 概念 。 对 于 在 区 间 I 上 有 定义 的 函数 ГС) 

xo ET, 使 得 对 于 任 一 xE1T 都 有 
ба) < fe) 或 fæ) flad 
则 称 f(zo) 是 函数 /(z) 在 区 间 I 上 的 最 大 值 ( 或 最 小 值 )。 

例如 ,函数 /(z) 二 1 十 sinz 在 区 间 [0,2x] 上 有 最 大 值 2 和 最 小 值 0。 又 如 ,函数 f(z) 二 
sgnz 在 区 间 ( 一 ,十 吕 ) 内 有 最 大 值 1 和 最 小 值 一 1。 在 开 区 间 (0, 十 ce) 内 ,sgnz 的 最 
大 值 和 最 小 值 都 是 1。 但 函数 С) = 在 开 区 间 (a,65) 内 既 无 最 大 值 又 无 最 小 值 。 

定理 1-6-4( 最 值 定理 ) ”如果 函数 /(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 函数 /(z) 在 [a,5] 
上 一 定 有 最 大 值 和 最 小 值 。 

这 就 是 说 ,如 果 函 数 /(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 存在 细 , 色 ELa,0], 使 AS) 和 
(名) 分 别 为 函数 的 最 小 值 和 最 大 值 (图 1-6-7)。 

Ж. 如 果 函 数 F(z) 不 在 闭 区 间 上 连续 ,而 在 开 区 间 内 连续 ,或 函数 fO) Е la) 
[a,6] 上 有 间断 点 , 则 定理 1-6-4 的 结论 也 不 一 定 成 立 。 例 如 ,函数 y=x # FÉ B](0,1) 
内 连续 ,但 在 (0,1) 内 没有 最 值 。 又 如 函数 

——1 —1 = x< 
у(х) = 40 х= 0 
—x+1 0<х<1 
在 [一 1,1] 上 有 间断 点 x 二 0, 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 没有 最 值 (图 1-6-8). 


图 1-6-7 1-6-8 


推论 1-6-1 如 果 函 数 /(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 f(z) 在 [a,b6] 上 一 定 有 界 。 

定理 1-6-5( 介 值 定理 ) 车 /(zx) 在 [a,5] 上 连续 ,m 与 M 分 别 为 1(z) 在 [a,5] 上 的 最 
小 值 与 最 大 值 , 则 对 于 介 于 т 与 M 之 间 的 任意 实数 C, 至 少 存在 一 点 &€ (а,Ь). 19 
FO=6. 

推论 1-6-2( 零 点 定理 ) 若 /(z) 在 [a.5] 上 连续 , 且 f(a) 与 /(5) 异 号 , 则 至 少 存在 一 
点 EE (а,Ь) AE AOS, 

从 几何 上 看 ,零点 定理 表示 : 如 果 连 续 曲 线 弧 у= So AAF z 轴 不 同 侧 ， 
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那么 这 段 曲 线 弧 与 > 轴 至 少 有 一 个 交点 (图 1-6-9). 

Ф] 1-6-8 证 明 方程 二 一 3z 十 1 一 0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 
有 一 个 实 根 。 

证 明 设 f(z)=z 一 3z 十 1, 则 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,因为 
70) 一 1>0,7GD) 王 一 1 有 0, 根 据 零 点 定理 ,至 少 存在 一 点 £ € 


(0,1) ,使 得 С) =0, Вр — 32° +10, 97 а? — 32° 1 图 1-6:9 
0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 。 证 毕 。 
习题 1-6 
д®—1 x<1 i 
1. 讨论 函数 f(x) 二 E >= =l, r=? 各 点 的 连续 性 ,并 画 出 函数 
zti 221 
的 图 像 。 
2. 求 下 列 函 数 的 间断 点 ,并 判断 其 类 型 。 如 果 是 可 去 间断 点 , 则 补充 或 改变 函数 的 
定义 使 它 连续 。 
у. бойу... C= 
Wia = WW 
1 £#—1 wel 
(4) f(x)=zcos— (5) 300) =37+ +1 (6) у(х) = 
£ gp >11 
3. 求 下 列 函 数 的 连续 区 间 , 并 求 极限 。 
(1) гаю 003 уоруу) lim Rim fa), 


(2) f(z)==lg(2 一 zx) ,并 求 lim f(x) > 
(3) р(х) = /z=—4+ v6—zx ЭБС) a 


<1 
4. Ж f(z)= Р i ,要 使 F(z) 在 (一 ,十 cc) 内 连续 ,应 当 怎 样 选 择 数 a? 
ате 71 


5. 证 明 方程 4z 一 2* 至 少 有 一 个 根 在 0 EM, 


6. 证 明 方程 zx 一 2sinz 一 1 至少 有 一 个 小 于 3 的 正 根 。 
7. 证 明 曲 线 y= 二 x* 一 3z? 十 7x 一 10 fE z==1 5j z==2 之 间 至 少 与 x 轴 有 一 个 交点 。 


“1.7 常用 的 经 济 函 数 


在 用 数学 方法 解决 经 济 问题 时 ,往往 需要 找 出 经 济 变量 之 间 的 函数 关系 ,建立 数学 模 
型 。 下 面 介绍 儿 种 常用 的 经 济 函 数 。 
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1.7.1 需求 函数 与 供给 函数 


1. 需求 函数 


在 经 济 学 中 ,购买 者 (消费 者 ) 对 商品 的 需求 这 一 概念 的 含义 是 : 购买 者 既 有 购买 商 
品 的 愿望 ,又 有 购买 商品 的 能 力 。 也 就 是 说 ,只 有 购买 者 同时 具备 了 购买 商品 的 欲望 和 支 
付 能 力 两 个 条 件 , 才 称 得 上 需求 。 影 响 需 求 的 因素 有 很 多 ,如 消费 者 的 收入 \ 代 用 商品 的 
价格 消费 者 的 人 数 等 ,这 些 因素 是 厂商 无 法 控制 的 , 且 在 一 段 时 间 内 不 会 有 太 大 的 变化 。 
因此 我 们 假定 消费 者 的 收入 、 代 用 商品 的 价格 、 消 费 者 的 人 数 等 都 是 常量 。 这 样 ,商品 的 
市 场 需求 量 Q 就 是 价格 p 的 一 元 函数 , 称 为 需求 函数 , 记 作 

Q = Q(p) 

一 般 来 说 , 当 商 品 的 价格 增加 时 ,商品 的 需求 量 将 会 减少 ,因此 需求 函数 为 单调 减少 函数 。 

根据 市 场 统计 资料 ,常见 的 需求 函数 有 以 下 几 种 类 型 。 

A) 线性 需求 函数 : Q=a—bpla>0,b>0); 

(2) 二 次 需求 函数 : Q=a—bp—cp (a>0,b>0,>0); 

(3) 指数 需求 函数 : Q—=ae (a>0,b>0), 

需求 函数 Q 二 Q(p) 的 反 函 数 就 是 价格 函数 . 记 作 

P= P(g) 
它 也 反映 商品 的 需求 与 价格 的 关系 。 


2. 供给 函数 


供给 是 与 需求 相对 的 概念 ,需求 是 对 购买 者 而 言 , 供 给 则 是 对 生产 者 而 言 。 供 给 是 指 
生产 者 在 某 一 时 间 内 ,在 各 种 可 能 的 价格 水 平 上 ,对 某 种 商品 愿意 并 能 够 出 售 的 数量 。 这 
就 是 说 ,作为 供给 必须 具备 两 个 条 件 : 一 是 有 出 售 的 愿望 ,二 是 有 供应 商品 的 能 力 , 二 者 
缺 一 不 可 。 供 给 不 仅 与 生产 投入 的 成 本 及 技术 状况 有 关 , 而 且 与 生产 者 对 其 他 商品 和 劳 
务 价格 的 预测 等 因素 有 关 。 通 常情 况 下 ,商品 的 市 场 供 给 量 S 也 受 商品 价格 p 的 制约 ， 
价格 上 涨 将 刺激 生产 者 向 市 场 供给 更 多 的 商品 ,使 得 供给 量 增加 ; 反之 ,价格 下 跌 将 使 供 
给 量 减少 。 如 果 忽 略 其 他 因素 , 当 供 给 量 只 与 价格 有 关 时 ,供给 量 S 为 价格 p 的 一 元 函 
数 , 称 为 供给 函数 , 记 作 


S= S(p) 
供给 函数 为 价格 p 的 单调 增加 函数 。 
常见 的 供给 函数 有 线性 函数 ,二 次 函数 、 笑 函 数 、 指 数 函 数 等 。 其 中 ,线性 供给 函数 为 
S=—c+dp (c> 0,42 0) (1-7-1) 


如 果 市 场 上 某 商 品 的 需求 量 恰好 等 于 供给 量 , 则 称 某 商 品 市 场 处 于 平衡 状态 。 这 时 
的 商品 价格 ро 称 为 均衡 价格 。 当 市 场 价格 p 高 于 均衡 价格 p。 时 ,供给 量 将 增加 而 需求 
量 相 应 地 减少 ,这 时 产生 的 “ 供 大 于 求 ”的 现象 必然 使 价格 p 下 降 ; 当 市 场 价格 p 低 于 均 
衡 价 格 po。 时 ,供给 量 将 减少 而 需求 量 增加 ,这 时 会 产生 “物资 短缺 "现象 ,从 而 又 使 得 价格 
上 升 。 市 场 价格 的 调节 就 是 这 样 来 实现 的 。 
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例 1-7-1 当 某 种 洗衣 机 每 台 售 价 为 500 元 时 ,每 月 可 销售 2000 台 ; 每 台 售 价 降 为 
450 元 时 , 则 每 月 可 增 销 400 台 。 试 求 洗衣 机 的 线性 需求 函数 。 
解 ” 设 洗衣 机 的 线性 需求 函数 为 Q 二 a 一 bp ,由 题 意 有 
2000 = а — 500b 
Кш = a — 450b 
解 得 a 二 6000,5 二 8, 所 求 需求 函数 为 Q 二 6000 一 8p。 
B 1-7-2 当 鸡 蛋 收 购 价 为 4.5 元 /kg 时 , 某 收购 站 每 月 能 收购 5000kg。 若 收购 价 每 
千克 提高 0.1 元 , 则 收购 量 可 增加 400kg, 求 鸡蛋 的 线性 供给 函数 。 
解 ” 设 鸡蛋 的 线性 供给 函数 为 S= 一 c 十 dp, 由 题 意 有 
5000 = 一 c 十 4.5d 


wa =—с+4. 64 
解 得 c 王 13000,d 王 4000, 所 求 供给 函数 为 S= — 130004-4000р. 
例 1-7-3 E AE R in AY T R PR RORI ME A PR RA A 
Q=14.5—1.5p, S 7.5+4р 


求 该 商品 的 均衡 价格 。 
解 ” 由 供需 均衡 条 件 Q=S, 可 得 
14.5—1.5р =—7.5+4p 
解 得 2 一 4, 即 均衡 价格 为 p 二 4。 


1.7.2 总 成 本 函数 ,收益 函数 及 利润 函数 


生产 某 种 产品 的 总 成 本 由 固定 成 本 与 变动 成 本 两 部 分 组 成 。 固 定 成 本 是 指 厂房 、 机 

器 设备 的 折旧 费 \ 维 修 费 、 保 险 费 \ 企 业 管理 费 、 广 告 费 等 。 显然, 当 产量 在 一 定 范围 内 变 

动 时 ,上 述 开 支 都 基本 不 变 , 故 称 为 固定 成 本 。 而 变动 成 本 则 是 指 直 接 用 于 生产 的 成 本 ， 

如 原材料 费 、 燃 料 费 ,动力 费 、 生 产 工 人 的 工资 .包装 费 等 ,一 般 随 产量 的 增加 而 增加 , 它 是 产 
量 的 函数 。 设 产量 为 g, 固 定 成 本 为 C, ,变动 成 本 为 C Са) , 则 总 成 本 C 是 产量 g 的 函数 : 

C) = C, + C, (q) (1-7-2) 

4 а=0 时 ,总 成 本 就 是 固定 成 本 , 即 CC0) 王 Cs。 总 成 本 函数 C(g) 是 产量 q 的 单调 

增加 函数 。 最 典型 的 成 本 函数 是 三 次 函数 : 


C= а taqta tasg? (а; 2 0,4 = 0,1,2,3) (1-7-3) 
但 有 时 为 了 使 问题 简化 ,也 常常 采用 线性 成 本 函数 
C=a+bq (а2 0,62 0) (1-7-4) 
及 二 次 成 本 函数 。 


只 给 出 总 成 本 并 不 能 说 明 企业 生产 的 好 坏 。 为 了 评价 企业 的 生产 状况 ,需要 计算 产 
品 的 平均 成 本 , 记 作 С: 


Сор = © -Ateo (1-7-55 


q 
C, e 


其 中 ， 
q 


称 为 平均 可 变 成 本 。 
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要 


如 果 商 品 的 销售 单价 为 p ,销售 量 为 gq, 则 总 收益 函数 为 
R(q) = pq (1-7-6) 
# p 为 常数 , 则 RR 为 g 的 正比 例 函 数 。 若 考虑 产品 销售 时 的 附加 费用 、 折 扣 等 因素 ， 
这 时 作为 平均 值 的 单价 p 受 产量 g 变化 的 影响 ,不 再 为 常量 , 记 作 p= p(q) , 则 有 


R(q) = p(q)q (1-7-7) 
产品 销售 后 得 到 的 总 利润 L(g) 等 于 总 收益 R(g) 减 去 总 成 本 C(q) , 即 
L(g) = К) — C(q) (1-7-8) 


如 果 收 益 等 于 总 成 本 , 即 R(g) 二 CCg), 则 既 不 盘 利 也 不 亏本 ,此 时 的 产量 或 销售 量 为 
生产 部 门 的 保本 点 ,或 称 为 盈亏 转折 点 。 


例 1-7-4 已 知 某 产品 的 总 成 本 函数 为 С(а) ==3000 十 和 ,求生 产 100 件 此 产品 时 的 


总 成 本 和 平均 成 本 。 
解 ” 依 题 意 ,产量 为 100 件 时 的 总 成 本 为 


2 
C(100) = 3000 +19 = 8000 


产量 为 100 件 时 的 平均 成 本 为 


E100) = CG00) _ 8000 _ 


= 80 


100 100 

例 1-7-5 某 工厂 生产 某 产品 每 吨 售 价 2000 元 , 若 每 天 生产 q 吨 的 总 成 本 为 C лї. 
WA C=gq 一 4g 十 5, 求 该 厂 的 盈亏 转折 点 。 

解 ” 总 收入 R=2g, 设 R=C, 则 

2q = Ф — 4q +5 

解 得 gi 二 1,q; 二 5。 即 该 厂 盘 亏 转折 点 有 两 个 ,分 别 生 产 1 吨 和 5 吨 。 

这 两 个 保本 点 在 性 质 上 有 什么 不 同 呢 ? 考 虑 利润 : 

L=R—C=2g— (gq —4q+5) (g—1)(g—5) 

ШК, д1 98 225 时 ,LL 二 0; 24 1<q<5 时 ,L >0。 这 说 明 第 一 个 转折 点 gi =1 
是 该 厂 保本 的 最 低产 量 ; 第 二 个 转折 点 а; = 5 是 保本 的 最 高 产量 , 当 生产 超过 每 天 5 吨 
时 ,工厂 同样 要 亏本 。 


习题 1-7 


1. 某 厂 生产 产品 1000 吨 ,定价 为 每 吨 130 元 。 当 售 出 量 不 超过 700 吨 , 按 原价 出 
售 ; 超过 700 吨 的 部 分 按 原价 的 九 折 出 售 。 试 将 销售 收入 表示 成 销售 量 的 函数 。 

2. 某 种 品牌 的 电视 机 每 台 售 价 500 元 时 ,每 月 可 销售 2000 台 ; 每 台 售 价 450 元 时 ， 
每 月 可 多 销售 400 台 。 试 求 该 电视 机 的 线性 需求 函数 。 


3. 已 知 需求 丽 数 为 Q 一 2 一 二 /供给 函数 为 5 一 一 20 十 10p, 求 市 场 均衡 价格 。 


4. 某 玩具 厂 每 天 生产 60 个 玩具 的 成 本 为 300 元 ,每 天 生产 80 个 玩具 的 成 本 为 
340 元 , 求 其 线性 成 本 函数 。 问 每 天 的 固定 成 本 和 生产 一 个 玩具 的 变动 成 本 各 为 多 少 ? 


一 元 函数 微分 学 


本 章 主 要 介绍 一 元 函数 微分 学 中 的 一 些 基 本 知识 : 导数 的 概念 ,函数 的 和 、 差 , 积 、 商 
的 求 导 法 则 , 反 函 数 的 导数 ,复合 函数 的 求 导 法 则 , 隐 函 数 求 导 法 和 对 数 求 导 法 ,由 参数 
方程 所 确定 的 函数 的 导数 ,初等 函数 的 求 导 问题 ,高 阶 导数 ,函数 的 微分 ,微分 在 近似 计算 
中 的 应 用 ,中 值 定理 , 洛 必 达 法 则 ,函数 单调 性 的 判定 法 ,函数 的 极 值 及 其 求法 ,最 大 值 与 
最 小 值 问题 ,曲线 的 凹凸 性 及 拐点 ,函数 图 形 的 描绘 , 边际 概念 和 需求 弹性 概念 ,曲率 和 


2.1 导数 的 概念 
在 实际 应 用 中 ,经 常会 遇 到 有 关 变 化 率 的 问题 。 


2.1.1 函数 的 变化 率 


ay 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 。 
一 质点 按 某 种 规律 做 变速 直线 运动 ,质点 运动 的 路 程 S 与 时 间 1 的 关系 为 SSS). 
s 点 在 to 时 刻 的 瞬时 速度 。 
分 析 虽然 整体 来 说 速度 是 变 的 ,但 局 部 来 说 速度 可 以 近似 地 看 成 不 变 。 当 A 很 小 
时 ,可 以 认为 ,从 时 刻 to F) to HAr 这 一 段 时 间 内 ,速度 来 不 及 有 很 大 变化 ,近似 地 看 成 做 
匀速 直线 运动 ,因而 这 段 时 间 内 的 平均 速度 就 可 以 看 成 w 时刻 的 瞬时 速度 的 近似 值 。 


до 越 小 ,平均 速度 就 越 接近 时刻 的 瞬时 速度 。 令 A 一 0, 平 均 速度 的 极限 即 为 时 
刻 的 瞬时 速度 。 即 极限 值 lim 一 so 一 SC) 精确 地 反映 了 质点 在 时刻 的 瞬时 速度 。 
ж 


(1) 质点 从 to # „+ М 这 一 段 时 间 内 所 走 过 的 路 程 为 
AS = 50, РА) — SC) 
(2) EMAA to # + М 这 一 段 时 间 内 的 平均 速度 为 


第 2 章 一 元 函数 微分 学 


41 


5 AS _ 50 №) – 8010) 
м м 


(3) 求 极限 : 


AS li S(t T At) – 50) 
im 


м—0 м 
可 见 ,v(to) 就 是 路 程 函 数 SSS HE =, 的 变化 率 。 

例 2-1-2 切线 问题 。 

设 点 P. (zo ,yo) 为 曲线 > 一 ACz) 上 的 一 个 定点 ,为 求 曲线 у= ГС) Е Р, 的 切线 ， 
可 在 曲线 上 取 邻 近 于 Po 的 点 PCzo 十 Az,yo 十 Ay) ,算出 割 线 Р.Р 的 斜率 : 

na ду HEA tav — f(x) УЙ 

其 中 p HRR PP 的 倾斜 角 ( 图 2-1-1)。 当 
Az 一 0 时 ,PP 就 沿 着 曲线 移动 趋向 于 Po 点 ,这 时 人 割 
线 PoP 就 以 P, 点 为 支点 逐渐 转动 而 趋 于 一 极限 位 
置 , 即 为 直线 PuT, 直 线 PoT 即 为 曲线 y = f(x) fE 
Po 点 处 的 切线 。 相 应 地 , HR PoP 的 斜率 tang 随 
Ах->0 而 趋 于 切线 Р.Т 的 斜率 tana (а 是 切线 的 
倾斜 角 ) , 即 


vulto) = lim 
м—0 


图 2-1-1 


Ay n fas + Аж) — fs) 
Am SPS Аг 


tana кор lim 
зн AO ЕРА ЖИИ Ht 与 自 变量 的 增 量 之 比 , 它 表示 函数 的 平均 变化 率 。 


上 面 所 讲 的 瞬时 速度 和 切线 斜率 ,虽然 它们 来 自 不 同 的 具体 问题 ,其 实质 是 一 样 的 ， 
都 是 函数 的 改变 量 与 自 变量 的 改变 量 之 比 , 当 自 变量 的 改变 量 趋 于 零 时 的 极限 。 在 实际 
应 用 中 ,我 们 会 经 常 遇 到 从 数学 结构 上 看 ,形式 完全 相同 的 各 种 各 样 的 变化 率 ,从 而 有 必 
要 从 中 抽象 出 一 个 数学 概念 来 加 以 研究 。 


2.1.2 导数 的 定义 


定义 2-1-1 设 函 数 y 二 f(x) 在 U(xzo) 内 有 定义 ,给 л, 一 个 改变 量 Az, 使 得 (z 十 Arz)E 
U(zo) ,函数 y 二 f(x) 相应 地 有 改变 量 Ay= /ze 十 Az) 一 F(zo)。 如 果 
lim Ay lim fat э 一 (хо) 
存在 ,那么 就 称 此 极限 为 函数 /(z) 在 z 点 的 导数 (或 微 商 ) , 记 作 
Гс в у azs, RE 
并 称 函 数 f(z) 在 点 zo 处 是 可 导 的 。 
车 式 (2-1-1) 的 极限 不 存在 , 则 称 函 数 f(z) 在 点 х 处 是 不 可 导 的 。 
有 时 为 了 方便 ,也 经 常 把 极限 式 (2-1-1) 改 写 为 如 下 形式 : 
Fð = lim ПЕМ w 一 FCzo) 


(2-1-1) 


КЫА 


(Ат = h) 
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МӘ 
或 
Pia = ma СО Н мы pd 
zzo 2—20 


由 导数 的 定义 可 知 ,按照 导数 的 定义 求 函数 的 导数 可 以 分 为 3 个 步骤 。 
(1) 求 增 量 : Ay= flero tAr)— (ао); 


(2) 算 比值 ; Ay J TA G), 


j „Лу Yeri FG) 
с жий, роо ра со reo, 


例 2-1-3 Ж у= 2° 在 点 z=1 处 的 导数 。 

# 按照 导数 定义 ,给 л,=1 一 个 改变 量 Ar, 
首先 求 增 量 : Ду = (1+ Ах) —– 1 = 242 + (Ах)? 
再 算 比 值 ， Ау _ Ar (Ат) орд. 


АХ Ах 
再 求 极 限 : іт У = p Ae = 2 адс = 2+0 = 2 
м-0 AZ м0 Ar—0 


所 以 ,y |.-.=2. 
车 函数 y= 二 A(z) 在 区 间 (a,5) 内 任 一 点 都 可 导 ,. 则 称 函 数 /(x) 在 区 间 (a,b) 内 可 导 。 
此 时 ,对 于 区 间 (a,5) 内 的 每 一 个 z 值 ,都 有 一 个 确定 的 导数 了/(z) 与 之 对 应 ,也 就 是 

说 了 (zx) 仍 是 z 的 函数 ,我 们 称 之 为 函数 /(zx) 的 导 函 数 。 为 了 方便 起 见 也 称 导 函数 为 导 

数 , 记 作 

fla) R y 或 dy 


即 
Го = lim f(z+ Ад ўба) 
显然 ,函数 у= SODE co 处 的 导数 S Co) К РА 广 (z) 在 点 ze 处 的 函数 
值 , 即 


Гб) = РС) |. 
对 于 闭 区 间 [a,5] 的 左 端点 a 来 说 , 函数 /(zx) 只 能 有 右 极 限 ,而 对 右 端 点 5 来 说 ， 
函数 /(z) 只 能 有 左 极限 。 由 此 引出 左 导数 、 右 导数 的 概念 。 


定义 2-1-2 ШЖ lim LOHED C) e E н BLR Уу y=/(z) 在 点 处 


0 


xc) 一 no) 


的 左 导 数 , 记 作 广 (zo)( 此 时 也 称 /(z) 在 л 处 左 可 导 ); 如 果 lim Дш 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 у= 7(z) 在 点 ze 处 的 右 导 数 , 记 作 /4 (zo)( 此 时 也 称 ГС) fE хе 
处 右 可 导 ) 。 


由 极限 性 质 即 得 定理 2-1-1。 
EH 2-1-1 函数 f(x) 在 zo 点 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 函数 f(x) 在 zo 点 处 左 \ 右 
导数 都 存在 且 相 等 。 
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l-g << 
“B 2-1-4 it FCz) 一 ;讨论 f(z) 在 ro =0 处 是 否 可 导 。 


Ipe g2 
# 由 
7 М (0+ Az) — f0) ы (一 由 一 前 
—(0›) lim Z lim 1 
了 аё" Ах ia Ax 
2 . Fo 十 Ar) 一 F(0) (1 十 Az) 一 1 
0) za Ах Кы! Ах i 


Р. 00) 3 7 0) 
所 以 ,f(x) 在 z, =0 处 不 可 导 。 
如 果 函 数 F(Cz) 在 开 区 间 (a,2) 内 可 导 , 且 /4 (a) 及 广 (2) 都 存在 ,就 说 FCz) 在 闭 区 
间 [a,5] 上 可 导 。 


2.1.3 导数 的 几何 意义 


在 例 2-1-2 中 我 们 用 极限 的 方法 求 出 函数 y 三 /(z) 所 表示 的 曲线 在 点 Po Cro + yo) Ab 


Ау _ lim fe + Ar)— f(z0) 


r м-0 Ar 


tana lim F Gv) 
ШЖ у= ГС) Е xo 点 处 的 导数 广 (zu ) ,就 是 曲线 у= /(т){Е z 点 处 的 切线 的 斜率 ,这 
就 是 导数 的 几何 意义 。 
从 而 可 知 , 当 广 (zo) 天 0 时 ,曲线 у ГО) Е Сло ,yo) 处 的 切线 方程 为 
y—% = /'(х)(х— zo) 


法 线 方程 为 


— y ==) 

例 2-1-5 RHR у=х° 在 点 (1,1) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 。 

解 ” 函 数 y=x' 的 导数 为 y = 二 2+。 在 点 x 二 1 处 的 导数 为 y |,-1 二 2。 
根据 导数 的 几何 意义 ,曲线 >= 在 点 (1,1) 处 的 切线 的 斜率 为 2。 
故 切线 方程 为 y 一 1=2(x 一 1), 即 2z 一 y 一 1 一 0。 


法 线 方程 为 y 一 1 La 1), 即 一 工 z 一 十 了 一 0。 


age == 


2.1.4 可 导 与 连续 的 关系 


定理 2-1-2 若 函 数 y= fa) fE z, AET T WRR y= ГО) ТЕ z 点 处 连续 。 
证 明 因为 函数 y==/(z) 在 zo 点 处 可 导 , 所 以 由 导数 定义 ,有 
Ay 


上 式 表明 当 Az—0 时 ,Ay 一 0。 由 连续 的 定义 可 知 ,y 二 f(x) 在 ло 点 处 连续 。 证 毕 。 


ду tim( Az) Jim Ай ‚ныды = ууф =й 
Ar 一 0 Ar 一 0 м-о Ал л-0 
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但 定理 的 逆 命 题 不 成 立 , 即 函数 у= SO E xo 点 连续 ,不 一 定 有 y= 二 f(x) 在 zo 点 可 导 。 
可 以 看 一 个 例子 。 
例 2-1-6 证 明 函 数 f(z)==|z| 在 点 z=0 处 连续 ,但 f(z) 在 点 z=0 处 不 可 导 。 
= > 


0 
证 明 由 于 f(x) 二 ;显然 ,f(z) 二 |z| 在 任何 点 (包括 原点 ) 处 都 是 连续 


-e ж<й 


的 。 考 虑 y= 二 |z| 在 点 x 二 0 处 的 左 、 右 导数 为 


Р . РОО Ав) 700) _ 1 [Ае | 
fo has Ах Ui Az шш Же S 
HO = Ша Е fiia + lim 1 
Ar 一 0 Ar 一 0 一 Ar 一 0 
由 此 可 见 


Г. 0) Se 7 (0) 
即 (0) 不 存在 ,所 以 y= [| х=0 处 不 可 导 。 证 毕 。 
该 定理 说 明 函 数 在 某 点 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 。 


习题 2-1 


1. ЖЮ y= 在 点 х=1 处 的 导数 。 

2. 求 曲线 y 一 Inz 在 点 (1,0) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 。 

3. 曲线 y= 司 在 哪 一 点 处 的 切线 与 直线 у=3х—1 平行 ? 

4. 证 明 函 数 /(zx) 二 Vz 在 点 z=0 处 连续 ,但 /(z) 在 点 z=0 处 不 可 导 。 
z > 


0 
, 求 /4(0) 及 广 (0) ,并 判断 广 (0) 是 否 存 在 。 


5. BA ғә) 
— 2<0 


в a 
6， 讨论 函数 7 二 Sng “7 0 在 x 一 0 处 的 连续 性 与 可 导 性 。 
0 x=0 
а? z<1 
,为 了 使 函数 /(z) 在 二 1 处 连续 且 可 导 ,a,6 应 取 


“7. 设 函 数 гә} 
аЬ 221 


什么 值 ? 
2.2 导数 的 计算 


2.2.1 用 导数 的 定义 求 导 

例 2-2-1 证 明 常 数 函 数 的 导数 (C) 一 0。 

证 明 设 y=C。 

求 增 量 : Ay = f(x+Ar)—f(r)=C—C=0 
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Ay @ — 
算 比 值 : са. 
求 极限 : lim 22У = lim0 = 0 
Ar 一 0 Ar 一 0 
即 (C) =0. 
证 毕 。 
例 2-2-2 证 明 指数 函数 的 导数 (ax ) =a" lna, 
证 明 i >=az(o 二 0,a 天 1) 。 
ЖШ. Ay = f(z+ Ax) — f(x) = а —a = a (a —1) 
рш. Ау_а(а®—1) 
算 比值 : Ас 
y I 一 
ТИ х= ww x 
Фа®—1=и, M да HED, BR Aro р} ио, FE 
а* + lim Cani ar + lim 0 lia = апа • ТРЕТИ: ЧИНЕ = a” lna 
м-0 Ал <= In(u + 1) = In (u + 1) 
即 (az) =a" lna 
特别 地 ,有 
Кее)" =. es 
例 2-2-3 证 明正 弦 函 数 的 导数 (sinz) = cosx, 
证 明 设 y=sinx。 
求 增 量 ; ду = sin(z 十 Az) — sinz zeos(z+ 竺 jsn 学 
Az) . Az Ат 
2соз|.24- = S sim 
кык Лу ( 2 ) 2 ( А к) 2 
算 比 值 : TE, A= cos|z + % r= 
2 
求 极 限 : 由 cose 的 连续 性 ,得 
їтсоз[ к + $E )= cosx 
Ar 一 0 2 
‚_ Аж 
sin 
且 有 lim К 一 1, 因 此 
2 
ш 
ш Аў p 422): == 
lm Az = limeos (z+ 2 Jim As cosx 
2 
即 (sinz)” = cosx 
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类 似 地 可 以 得 到 


, á 
(cosx) =— sinx 


2.2.2 导数 的 四 则 运算 法 则 


本 节 我 们 再 根据 导数 的 定义 ,推出 导数 的 四 则 运算 法 则 。 借 助 于 这 个 法 则 ,就 能 比较 
方便 地 求 出 比较 复杂 的 函数 的 导数 。 
) 


定理 2-2-1 Ш иба), оба) Е ЕП „Ж иба) Жоба) ulee) GD 


Cao(z) 天 0) 分 别 也 在 点 工 处 可 导 , 且 有 
(1) [zx(z) 士 w(z)] =u Са) Бо (а) 
(2) [u(z)o(z)] =u (z)u(z)+u(z)u (z) 
(3) [Cu(z=)] =Си' (x) 
ибх) ү и! (x)ulx)—ulr)v' (x) 
ulr) v(x) 
证 明 (2) £ y=ulx)vl), WARK RL; 
Ay= u(z + Ах)о( х + Az) —u(z)u(x) 
[uta + Ах) — а(х) jole + Az) tax) [o(z + Az=)—sCx)] 
Ли ° v(x + Az) + u(z) • Av 


(4) [ 


算 比 值 : ах Tua HAr) +и(х) ° а 
由 于 w(z) 在 点 工 处 可 导 , 故 它 在 点 工 处 必 连 续 , 因 此 有 jlimm(z 十 Az) 一 DCz)。 
求 极限 : 
Ду lim Au Ао 
lim 22 lim $. + limul + Az) + иб), lim m x 


= u'(z)u(z) + u(z)u (z) 
所 以 y=u(z)o(z)4D fE + 处 可 导 , 且 有 
[zx(z)u(z)] = (x) vr) + u(z) (z) 
其 他 证 明 从 略 ,请 读者 自己 完成 。 证 毕 。 
由 定理 2-2-1 的 (1)、(3) 两 式 可 知 , 求 有 限 多 个 函数 的 线性 组 合 的 导数 ,可 以 先 求 每 
个 函数 的 导数 ,然后 再 线性 组 合 , 即 


| Хало] = S la СО 


例 2-2-4 设 /(х)=х*-++24°*+6х+10,Ж f' (z), 


解 F D= /十 (2z2) 十 6z' 十 10' 一 4z3 十 4z 十 6 
0] 2-2-5 设 > 一 zer, 求 y。 
解 y =V eitzr(e) 一 3zzer 十 ze 一 (3 十 z)zzer 


B 2-2-6 R y= 2 十 sinz 一 的 导数 。 


第 2? 章 “一 元 函数 微分 学 47 


-要 
一 “均一 ]az 
解 y = 2z + cosx = $ 
= 
= 2х + cosx — J = 
= 
B 2-2-7 R > 一 tanz 的 导数 。 
, / sinx ү (sinz )'cosx — sinx (созт)” 
ш у = фаш) (5z) cos’ x 
cos’ x + sin? x t seda 
cos’ 2 соѕ? 2 
即 
РО. ЕЕ 2 
(tanx) = ass Sec 工 
这 就 是 正切 函数 的 导数 公式 。 
用 同样 的 方法 可 以 求 出 
(cotz) =— ma esx 
sin’ x 


Ф] 2-2-8 R y=secx 的 导数 。 


, / А 
, , 1 (1)’cosr—l1* (cosr)’ sinx 

解 у = (secz) 2 2 secrtanzr 
cosx COS 工 cos" 


即 (secz) 一 secztan7 
用 同样 的 方法 可 以 求 出 


(cscr) =— сзстсоїт 


2.2.3 反 函 数 求 导 法 则 


定理 2-2-2 设 函 数 y 二 f(z) 在 xz 处 有 不 等 于 零 的 导数 , HA М == 广 !(y) 在 
相应 点 处 连续 ,， 则 


(fO) FO 或 T а 
ах 
即 反 函数 的 导数 等 于 其 直接 函数 导数 的 倒数 。 
例 2-2-9 对 数 函 数 的 导数 。 设 y= loge (2220,а20,а91), у. 
解 у= 10р (222>0.а22>0.а31) 0/5 
х= а? 
由 反 函 数 求 导 法 则 得 
(logszx)’ = 


特别 地 ,有 
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s- 
例 2-2-10 反正 弦 函 数 的 导数 。 设 у=агсѕіпх, Ж y. 
解 y 一 arcsinz( 一 1 一 z 一 1) 的 反 郴 数 为 

х = (о) 
由 反 函 数 求 导 法 则 得 
1 


(Carcsinz) = —— = 
(siny) 


cosy 


因为 2 <y< PVA созу М1 іп? у = /1—2°. FÆ 


(агсѕіпл)' 1 J í C 1<=<1) 


(siny) cosy Ji- 
同 理 可 得 反 余弦 函数 的 导数 为 


1, 
例 2-2-11 反正 切 函 数 的 导数 。 设 у=агсїапт.Ж у. 
fE y==arctanz( 一 2 二 zx 二 十 吕 ) 的 反 函 数 为 


(arccosz) ”一 一 = z 1 


= — E: = 
х = tany ( 2 <у< >) 


由 反 函 数 求 导 法 则 得 


z 1 1 
( P Oe s ss 
arctanx) Сау? Бааз 
x sec у = 1 + tan?’ y = 1 + z° 
1 1 1 
(tany) sey 14а 


因此 (arctanz)’ 
同 理 可 得 反 余 切 函数 的 导数 为 


( tz) =— —— 
arccotz == 


2.2.4 复合 函数 的 导数 


定理 2-2-3 ik y= flpo) JE h KA у= f(u) Ej и=ф(х) Ж m BR Й). РА u= 
ФС) з А Чи = (x) ,又 函数 у= SOODE LS u AA FR y= 7 a) , 则 复 
合 函数 у= Spo JER л 处 也 有 导数 ,[f(g(z))] = f' Gu) . g (2) = f'(g(z)) . ф(х). 简 
记 为 
/二 yon 或 Яу Яу, ди 
у= y, 或 de qia w 

这 个 定理 可 以 简 叙 为 : 复合 函数 y 对 自 变量 z 的 导数 ,等 于 у 对 中 间 变 量 的 导数 
RUPEE u 对 自 变 量 z 的 导数 。 

“证 明 函数 y= 二 (ww) 在 点 处 可 导 , 即 lim 仿 二 存在。 根据 极限 与 无 穷 小 的 关 
系 , 有 
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= = ууа Clima = 0) 
上 式 两 边 同 乘 以 Au ,得 
Ду = y, Au БаДи (Au 一 0) 
上 式 两 边 同 时 除 以 Az, 得 


Ау ye DU у ш 
Ах YAr “Ат 


又 由 于 x=p(z) 在 点 工 处 可 导 , 因 此 函数 wx 一 p(z) 在 点 工 处 连续 , 即 当 Ат->0 时 ,Au>0。 


因此 有 
lima = lima = 0 
Ar—0 0 


令 Az 习 0, 上 式 两 边 同时 取 极 限 , 得 到 


= ype us 0 и к= yue us 


证 毕 。 
例 2-2-12 ЖЕ. B y= R y 
解 у=" етт, ШАРИ TRAR y= e [у КЖ. 
S u=alnz, K y= e AREN y= e“ 5 u=aln= 复合 而 成 的 : 
站 一 yar и = (e")'u (x) = e" * (alnz)” = e" • ра алх" 
即 (285 = w£ 
(x") = па") (n HEYZO 
J 2-2-13 R y 一 er 的 导数 。 
解 уе 可 看 作 由 y=e“.u= x 复合 而 成 ,因此 
у= yhe uk = е" + За? = Зе z? 
例 2-2-14 求 函数 y= 二 V3z? 十 4 的 导数 。 
解 y= 二 V3z 十 4 可 看 作 由 y 二 Vu su 二 3x? 十 4 复合 而 成 ,因此 
, Н; 1 3z 
У«= Yu’ us aa e == Fi 


定理 2-2-3 的 结论 可 以 推广 到 多 层次 复合 的 情况 。 例 如 , 设 y= fu), u= glv), v= 


par) WERAK y 三 /(g(y(z))) 的 导数 为 
dy _ dy , du , dv у 


, 
чо өы == уце Шов Va 


dr da do аг 
上 述 公式 一 般 称 为 复合 函数 求 导数 的 链 式 法 则 。 
例 2-2-15 RAX > 一 sim (2 一 3z) 的 导数 。 

解 y= 二 sin: (2 一 37) 可 看 作 由 y= 二 ,wu 二 sinv,v 二 2 一 3x 复合 而 成 ,因此 
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у= yut u,e v = 2u * (созо) * (— 3) 


= 2sin(2 — 3x) * cos(2 — 3x) * (— 3) 3sin(4 — бл) 
在 熟练 掌握 复合 函数 的 求 导 公式 后 , 求 导 时 将 不 必 写 出 中 间 过 程 和 中 间 变 量 。 
例 2-2-16 求 函 数 y= 二 ln(zx 十 M1 十 x? ) 的 导数 。 


1 Ty 
解 y= = AFE” J1-+ z") 
i 
х-+ /l+ x 2 J/1+= 
1 VIr +r 
1 1+2? ра? 
== 1 
Е Ti 
Ф] 2-2-17 求 函数 > 一 arcsin(2cos(z 一 1)) 的 导数 。 
解 y = arcsin(2cos(z? — 1))' 
= I (2cos(z2 — 1))” 
У —[?соз(х* =D] 
= 1 + 2[— sin(a? — 1)]. (а*—1)/ 
МЇ — 4соз? (а? — 1) 
— 25іп(22 — 1) 


EE „ә, 
„1 = 4соѕ? (а? — 1) 


Алѕіп Са — 1) 


2.2.5 ” 隐 函 数 的 导数 


前 面 介绍 的 求 导 法 则 都 是 针对 显 函 数 的 。 所 谓 显 函 数 就 是 把 函数 y 直接 表示 成 自 
变量 z 的 函数 y= 二 /(z), 如 y= 二 x 十 1,y 二 sinz 等 。 在 很 多 实际 问题 中 ,zx y 之 间 的 函数 
关系 是 由 方程 FCz,y) 王 0 所 确定 的 , 即 y 与 x 之 间 的 函数 关系 隐 含 在 方程 中 ,这 样 的 函 
数 称 为 隐 函 数 。 例 如 : 

ху = е, sin(zy)—2r+1=0, е +е — ху = 0 
2х+у—1=0, +y = 4 

有 些 隐 范 数 可 以 转换 成 显 函 数 。 例 如 ,2z 十 y 一 1 一 0 可 以 转换 为 y 二 1 一 2+。 有 些 隐 
函数 则 不 能 化 成 显 函 数 ,如 ee’ 十 @ 一 ty 二 0。 所 以 要 研究 从 隐 函 数 直 接 求 其 导数 的 方法 。 

隐 函 数 求 导 的 方法 是 : 方程 两 端 同时 对 т Жр. 并 在 求 导 过 程 中 将 y £ fE < 的 函 
数 , 即 遇 到 含有 у 的 项 , 先 对 y 求 导 , 再 乘 以 > 对 z 的 导数 y ,得 到 一 个 含有 у 的 方程 式 ， 
然后 从 中 解 出 > 。 

例 2-2-18 求 由 方程 x? 十 y* 二 4 确定 的 隐 函 数 的 导数 y 。 

解 ”将 方程 两 边 分 别 对 工 求 导 ,得 

2х+2у+у 一 0 


即 


即 
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由 此 解 出 


y 
例 2-2-19 RAFE e= zy 所 确定 的 隐 范 数 的 导数 y", 
解 ”将 方程 两 边 分 别 对 工 求 导 , 得 
еу = улу’ 
(е — 10) у = у 
由 此 解 出 


, У 


е —ж 
例 2-2-20 RAMEE = 08 [2.3 ] 处 的 切线 方程。 
解 ” 由 导数 的 几何 意义 知 ,所 求 切线 的 斜率 为 二 y。 


在 椭圆 方程 两 边 分 别 对 z 求 导 ,得 
z | 2yy' _ 
gT 9 =0 
ш ‚__ 9л 
由 此 解 出 с Е 16y 
把 zx 一 2,y 一 号/5 代 人 上 式 ,得 
‚|х=? 3 
к= | ла = 


故 所 求 的 切线 方程 为 


w\3z 十 4y 一 8V3 = 0 


利用 隐 范 数 求 导 法 则 ,对 于 若干 个 因子 的 寡 的 乘积 或 寡 指 函数 y 二 [f(x)]*” 的 导数 


问题 ,下面 介绍 一 种 利用 对 数 的 性 质 来 简化 导数 计算 的 方法 : 对 数 求 导 方法 。 
对 数 求 导 法 : 先 将 方程 两 边 同 时 取 自 然 对 数 ,然后 应 用 隐 范 数 求 导 法 求 导 。 


例 2-2-21 Ж > 一 zi 的 导数 。 
解 ”对 上 式 两 边 取 对 数 ,得 
lny = sinz • lnx 


将 上 式 两 边 同 时 对 工 求 导 , 得 


Ly = cosx • Inz + sinz 。 2 
y = 


解 得 
у = (ок * Inr + sia) = СЕ . Inr + sinz) 
2 х 
站 
Ф] 2-2-22 R у= ЕО Vz 十 2 的 导数 。 


(ж+Е30° 
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解 ”对 上 式 两 边 取 对 数 ,得 
hiy = aie tD Jin +2) 50+ 3) 


将 上 式 两 边 同 时 对 工 求 导 , 得 
1, 3 
y z 


解 得 


例 2-2-23 R у= E .Ч. 
# ”对 上 式 两 边 取 对 数 ,得 
lny = Inz +z? — 6ln(x — 1) 
将 上 式 两 边 同 时 对 工 求 导 ,得 
y 6 


g = hapa 6 
y = = 


ze E eg... 6 
9 = [= ra =) 


从 上 述 几 例 可 以 看 出 ,用 对 数 求 导 方 法 比 直接 应 用 求 导 法 则 明显 简单 得 多 。 
为 了 便于 查阅 , 现 将 基本 初等 函数 的 求 导 公式 列表 如 下 。 


解 得 


(1) (С)'=0 (2) (a°) =ar" 
(3) (az) =a" lna (4) (er) 一 er 
(5) togay = (6) nz) =+ 
xlna РЯ 
(7) (sinz)'=cos= (8) (cosz) = — sinx 
(9) (tanz) =se? x (10) (cotz) = — сѕсёх 
(11) (secz)'=secz * tanx (12) (cscz) = —сзсл • соб 
ГТГ 1 , 1 
(13) (arcsinz) = (14) (агссоѕт) 二 一 一 二 一 
‚_ 1 apa... H 
(15) (arctanz) JE (16) (arccotz) Ter 


“2.2.6 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


r= p (ey 
一 般 地 , 若 由 参数 方程 三 确定 y š z 的 丽 数 关系 , 则 称 此 示 数 关系 所 表达 的 
у=фа 


函数 为 由 参数 方程 所 确定 的 函数 。 
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在 实际 问题 中 ,需要 计算 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 。 由 于 从 参数 方程 中 消去 
参数 :有 时 会 有 困难 ,因此 ,希望 有 一 种 方法 能 直接 由 参数 方程 求 出 它 所 确定 的 函数 的 导 
数 。 下 面 讨论 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 求 导 方法 。 

设 х=) RA ЫҢ ЖЕБЕЙ RR еф Ca), MJ H: Б РЁ ЖЕҢЕ У > 一 %(2) 复 合成 
复合 函数 ,因此 由 参数 方程 所 确定 的 函数 可 以 看 作 由 函数 у=) K = g (z) 复 合 而 成 
的 函数 y= (zx))。 现 在 ,要 计算 这 个 复合 函数 的 导数 。 为 此 再 假定 函数 х=), 
у= фо), Н. p (2) 去 0, 于 是 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 与 反 函数 的 导数 公式 ,就 有 


dy 
dy dy, dt dy, 1 dt а) 
dr d dr d dr dr gW) 
dt dt 
dy 
dy _ dt 或 dy _ yD 
Вр dz dx 或 dr фа) 
dt 
х=ф(1) 
зинен 所 确定 的 函数 的 导数 公式 。 
у=ф0) 
x=sint йу 
例 2-2-24 жиени 所 确定 的 函数 > 一/Cz) 的 导数 4 。 
y=cos2t 
解 因为 y (41) 二 一 2sin241,x'(1) 二 cost, 所 以 
dy _ y' GO _ —25їп2/ йай 


dr ха) cost 


p= 


acost 
例 2-2-25 numse] R SE Ж Bi BL fE HIS F А 


y=bsint d 
方程 。 
解 ”因为 y (и) =bcost,x' (0) =— asint , Fi VA 
dy _ бсо __ b 
ds = ав шт... 


талаву) 一 一 世 。 切 点 的 坐标 为 
Z 


X acos 2 а, y bsin 2 
° ‚ Yo 
4 4 


2 


V2 
2 b 
则 椭圆 在 相应 于 一 下 点 处 的 切线 方程 为 


7 [J 
即 


br +ay = (аЬ = 0 
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2.2.7 高 阶 导数 


在 运动 学 中 ,不 但 需要 了 解 物体 运动 的 速度 ,而 且 需 要 了 解 物 体 运动 速度 的 变化 , 即 
加 速度 问题 。 例 如 ,自由 落体 的 运动 方程 为 


S= +a 
物体 在 : 时 刻 的 瞬时 速度 为 
8-6] =a 
物体 在 1 时刻 的 加 速度 为 
a= E = (01) =g 


Е ple rB Б ДК. RA — 4 пр Рр ЖОК ЧУ Ji ЖБ ИЕ РУЕДА РА 
数 的 导数 问题 。 为 此 给 出 定义 2-2-1。 
定义 2-2-1 ШЖ у= F(z) 在 工 处 可 导 , 若 矿 (z) 的 导数 存在 , 则 称 该 导数 为 y= 
/(z) 的 二 阶 导数 , 记 作 
Los E Фу 


e 
вем Š [dy Фу 
ш у= (5) ala) da? 
ERR y = f” C) їй Sh Cr fE. ШК FRO у= Sa) По ИЕ, E y ,或 
P” Ge, 


一 般 地 , 若 y 王 7z) 的 2 一 1 阶 导数 /" U TETE ДИ ЧОУ у= f (x) Й n W 
导数 , 记 作 
dz" ` dz" 

函数 的 二 阶 和 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导数 。 四 阶 或 四 阶 以 上 的 导数 记 作 
Г (х) (24), KE f(x) 的 n 阶 导数 在 z= 二 xo 处 的 导数 值 记 作 S” (т), y” (zo) 或 
d'y 
da" 


y”, f” (2), 


z=x0 


由 上 述 定 义 可 见 , 求 高 阶 导 数 就 是 多 次 接连 地 求 一 阶 导数 ,所 以 只 须 应 用 前 面 学 过 的 
求 导 方法 就 能 计算 高 阶 导 数 。 

例 2-2-26 Ё /(х)=л*.Ж /'?(х)„ 
解 00) =з, f Gy = (327), = 6х 

(х) = (6х) = 6, Р(х) = (6) = 0 

(2) = 0 (п> 4) 
—ЖҤШ.А n КЕ P (z) =a z" tair" Ht airt a A 

Р: = anl ЈР (0) =й (RU m) 
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第 2 章 
-要 
例 2-2-27 设 > 一 e (а520), Ж у". 
解 y = = ае" 
у" = (ае)! = qhasa 
用 数学 归纳 法 得 
y” 一 а"е= 
特例 : 
(ет) = ez 
例 2-2-28 j y= 王 ln(1 十 z), 求 yy 。 
ta ÑU ш: Е" 
解 9 === O + 
„__—1__ РЄ" 
y ый” C Эра 
3f 2 pend ta" 


(TF 
设 当 n=k 时 有 下 式 成 立 : 
y® = (Dk DIH) 
则 当 n=k+1 时 有 
у = (у®)/ = (一 TD 和 (一 1)1( 一 A (1 +z)" 
= (S DIU 4) 0 


从 而 有 
С 1)" п = 0)! 
(+a) 


y” = (— 1” 1(m—1)1(1+ ж)" 
例 2-2-29 WEDI сы) ® =sin( 18), 
WERA (sinz) = cosz = (2) 


(sinz)” Е +) Е +a) 


= (а) = ѕіп(х + z) 


设 当 "一 上 时 有 下 式 成 立 ， 


ШЕ ?一 A 十 1 时 有 
(sinz) «th [sin( +t] cos(z+ 笃 ] 


sin[ (z+ 笃 上 + ] sin(z 十 4 一 t) 


从 而 有 бп) (а) 
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L E 


同 理 可 得 (оок) коз) 
证 毕 。 
例 2-2-30 求 由 方程 十 2y 一 cosy 二 0 所 确定 的 隐 函 数 у 的 二 阶 导数 у”. 
解 ”将 等 式 两 边 分 别 对 工 求 导 ,得 


1 十 2y + y'siny = 0 (2-2-1) 
— _—1 9 
即 == т (2-2-2) 


再 将 式 2-2-1 两 边 对 工 求 导 ,得 


2у' + (y V cosy + y'siny = 0 


жым 2 
= |= | соѕу 
аы Cy)? cosy _ em) “ — _ абау 


А 2 十 siny 2 十 siny (2 + siny)’ 


-=g(1) 
在 参数 方程 | йй к= wy 一 CD 是 二 阶 可 导 的 , 则 从 参数 方程 的 一 阶 导 
№ 


У EO MASARA: 


Ф 
Е) 
dy d (2) d (52) а (80). d de (O 
dx? ах\аг ах\ф (t) 4440) dr dz 
dt 
(20) 
即 Фу _ di\y (O 
+ dr 
de 


x=ọ(t) 
这 就 是 由 参数 方程 | e EMRAN. 
= 
例 2-2-31 живое йена) 的 二 阶 导数 9。 
y=cosi 2 


解 因为 y(O) 三 一 sint,z' (0) 一 cost, 所 以 


dy _ y (D = — sint 


dr та) соу ы 
(ео) de 
Ëy AAA арс 207) веб _ —1 
аз? dz dz cost соз?°/ 
dt dt 


例 2-2-32 жае о ОВ у = Ус ОН У, 


y=a(l—cost) 
E AA y'G)=asint,z' (t)=a(1— cost) , Pf 1 
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-要 
dy у) _ asint sint 
dr (O a(l— cost) 1 — соѕ/ 
(g2) 4( sint ) cost— 1 
dy_ 4140) dz |1 — cost (1 — cost)? 一 1 
аз? dz dx a(l— cost) a(l — cost)? 
dt dt 
习题 2-2 


1. 求 下 列 函 数 的 导数 。 


a s=z+2 Vz- 


(3) у= xe" lnx 


(5) y 一 zzlnz 
2. 求 下 列 函 数 的 导数 。 
(1) y=arcsin Vz 


(3) y=ln ln Ing 


(5) y=ln sinx 


(7) y= /1—х°* 
2 
09) у= 2Р1 
Jz? 


3. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 。 
(1) тху+е°+е”—е=0 
(3) y=sin(z=+ y) 
(5) zy? +sinz= e” 
4. 求 下 列 参数 方程 的 导数 。 
х= ona 
(1) | 
y=e'sint 
x=a(t— sint) 
(3) | 


y=a(1—cost) 


5. 求 下 列 函数 的 二 阶 导数 。 


(1) y= 


(3) у=хсозт 


(2) у= ае 4/2 —2 


(4) y=sinzcosz 


(6) у=е*соѕл 


(8) у= +1 


(4) у=агсїап 2. 
= 


(6) у=соѕ In(1+2x) 


(8) yy 一 ev 
(10) у=агссоѕ(32?) 
(2) y=cos(xy) 


(4) siny 十 ze 一 0 
(6) ryte =e 


(2) y=e *зїпт 


(4) у=2 4/2 +1) 
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(5) у= /а*—х* (6) y=In(1—z°) 
z=3e“*+1 ЕЛЕ 
(7) | (8) | 2 
у=2е' ки 
ы y=1—t 
x=acost x=ln(1+¢ ) 
(9) а (10) 
нче | Жел 
6. ма a шн 
AY 二 让 一 у= 0 (2) у=ѕіп(х+ y) 
2.3 微分 


2.3.1 微分 的 概念 


在 许多 实际 问题 中 ,我 们 经 常 需要 了 解 函 数 在 某 一 点 处 当 自 变量 有 一 个 微小 的 改变 
量 时 ,函数 取得 相应 改变 量 的 大 小 ,而 用 公式 Ay 二 (zo 十 Az) 一 f(xo) 计 算 , 往 往 是 比较 
麻烦 的 ,于 是 我 们 想 要 寻求 一 种 当 Ах 很 小 时 ,能 近似 代替 Ay 的 量 。 

例 2-3-1 一 块 正方 形 金 属 薄 片 受 温度 变化 的 影响 ,其 边 长 由 zo 变 到 zo 十 Az, 问 此 
薄片 的 面积 改变 了 多 少 ? 

解 ” 设 此 薄片 的 边 长 为 xz, 面积 为 A, 则 A 是 边 长 x 的 函 Z ll 
数 , 即 A 二 xz*。 如 图 2-3-1 所 示 ,薄片 受 温 度 变 化 的 影响 时 , 面 ЕДЖ 
积 的 改变 量 为 

АА = (2 + Az)? — z} 三 2zoAz 十 (Az): 

从 上 式 可 以 看 出 ,AA 分 成 两 部 分 ,第 一 部 分 2zoAx 是 
AA 的 线性 函数 , 即 图 2-3-1 中 带 有 斜 线 底 纹 的 两 个 矩形 面积 
之 和 。 它 是 当 Az 一 0 时 ,与 Az 同 阶 的 无 穷 小 。 而 第 二 部 分 ш 287 
(Az): ,在 图 中 是 带 有 交叉 斜 线 底 纹 的 小 正方 形 的 面积 , 它 是 
当 Aro 时 , 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 , 即 (Ax)*==o(Ax)。 此 时 AA=2zoAz 十 o(Az)。 这 表 
明 当 Az—0 时 ,第 二 部 分 的 绝对 值 要 比 第 一 部 分 的 绝对 值 小 得 多 ,可 以 忽略 不 计 。 由 此 
可 见 , 如 果 边 长 改变 很 微小 , 即 Aro 时 ,面积 的 改变 量 AA 可 近似 地 用 第 一 部 分 22, Ar 
KE. 

由 此 引进 函数 微分 的 概念 。 

定义 2-3-1 设 函 数 y 二 /(z) 在 U(xzo) 内 有 定义 ,给 mm 一 个 增 量 Ar, 19 Co HAr) E 
Ula) ,函数 y 二 /(z) 相 应 地 有 改变 量 Ay。 如 果 存 在 着 这 样 的 一 个 常数 A ,使 得 

Ay = f(z + Ах) — f(x) = А, Ат+о(Ах) (Ar 一 0) 
ИЖ А. Ar HRR y =S OEA zo 处 的 微分 , 记 作 
dfin) 或 dyla 
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并 称 函 数 у= fa) fE FÁ zo 处 是 可 微 的 。 
如 果 函 数 y 二 f(z) 在 区 间 (a.5) 内 每 一 点 处 都 可 微 , 则 称 函数 y= fC) E K E Cab) 
内 可 微 , 记 作 df(z) 或 dy. 
由 定义 2-3-1 可 知 ,Ay 与 dy 之 间 的 关系 为 
Ay = dy+o(Az>) (Ar—0) 
A + Ах 通常 称 为 Ay 的 线性 主要 部 分 ,简称 线性 主 部 .“ 线 性 ?是 因为 A。Azr 是 Az 
的 一 次 函数 ;“ 主 要 ?是 因为 另 一 项 oCAz) 是 比 Az 更 高 阶 的 无 穷 小 量 , 在 等 式 中 , 它 几 乎 
不 起 作用 ,而 是 A。Az 在 式 中 起 作用 。 因 此 , 当 |Az| 很 小 时 ,经 常用 微分 dy 来 近似 代替 
Ay, 即 
Aya dy (Ат = 0) 
例 2-3-2 求 函数 y==z? 在 工 点 的 微分 。 
解 Ay= (х Az)' — z: = 322 Ax + 3 (Ах)%х-+ (Ах)? 
= 3х*Ах+о(Ахт) (Ar—0 
所 以 ,函数 y= r? ХЕ п, АНАУ dy=32 Az, 
结合 导数 与 微分 的 定义 我 们 可 得 定理 2-3-1。 
定理 2-3-1 Ж у= ГО) Е хо Пр FSRR у= SER zo 处 可 微 。 
证 明 (1) =, ERR у= ГО) Е zo 处 可 导 , 则 


ый ө жу S 
f G үүт 


根据 无 穷 小 与 极限 之 间 的 关系 可 得 
Ay 
Ат 

将 上 式 两 边 同 乘 以 Az, 得 
Ду = F(zo)Az 十 aAz Clima = 0) 


f'a) +a (lima = 0) 
Ar 一 0 


Хн іт 1та=0, 因此 wcAz=o(Az)。 故 
м-0 Ах 


Ду = y (zo)Az 十 aArz = ў (20) Ат Бо(Ат) (Ar 一 0) 
根据 微分 的 定义 可 知 , 函 数 y 三 /(z) 在 点 xo 处 可 微 。 
(2) <=, ERA у= ГС) Е zo 处 可 微 , 则 
Ay = ААх+о(Ах) (Axr—0) 
将 上 式 两 边 同 除 以 Ax(Az 去 0)， = 


= a+% 


将 上 式 两 边 同 时 取 极 限 ,得 
Wo uR 
根据 导数 的 定义 可 知 ,函数 у= SOE zo 处 可 导 。 证 毕 。 
定理 2-3-1 告诉 我 们 ,对 于 一 元 函数 来 说 ,可 导 与 可 微 是 两 个 等 价 的 概念 , 且 Л = 
Г (а), К.В у= ГО) л 处 的 微分 可 以 写作 


A+0=A 


oOCAz) 
Ат 
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dy = AAz = f'(z)Ax 


其 次 ,由 于 自 变量 z 的 微分 为 dz=(z)'Az 一 Az, 即 dr= Az, AIE, РЕ у= jz) 在 
点 工 处 的 微分 又 记 作 


dy = 广 (z)dz 
将 上 式 两 边 同 除 以 dr(dz 关 0) ,得 
га) = Sy 


这 就 是 说 , 函数 у= F(z) 的 导数 广 (z) 可 以 看 成 函数 的 微分 dy 与 自 变量 微分 dz 的 
商 , 故 导数 也 称 为 微 商 。 
例 2-3-3 设 y=2z’? 十 zx 十 1, 4 ==2,Az=0.01 时 , 求 dy 5 Лу. 
解 dy 一 (2z? 十 z 十 1)“dz 一 (4z 十 1)dz 
dy | +=: =902=942=9 х0. 01=0. 09 
Ay= [2X (2.01)? +2.01+1]— (2X2? +2+1)=0. 0902 


2.3.2 微分 的 几何 意义 


为 了 对 微分 有 较为 直观 的 理解 ,下 面 说 明 微分 的 几何 意义 。 
如 图 2-3-2 所 示 , 设 曲线 方程 为 y= 二 f(x), 过 有 曲线 y= 二 f(r) 上 一 点 P(xz,y), 作 切线 
PT, 且 设 PT 的 倾斜 角 为 a, 则 
k = tana = f'(x) 
当 自 变量 x 有 增 量 Ал 时 ,对 应 曲线 上 一 点 Q(z + Az, yt 
Ау), 


Ау = /(х+Ах)— /(х) = ОМ. РМ = Ах 
MN = tana • PM = /'(х)Ах = dy 
因此 ,函数 的 微分 dy= f (z) Ат 几何 上 表示 当 自 变量 xz 
有 增 量 Ar 时 ,曲线 y 三 /(z) 在 对 应 点 P(z,y) 处 的 切线 的 纵 坐 
标的 改变 量 。 用 dy 近似 代替 Ay 就 是 用 点 已 处 的 切线 纵 坐 标的 增 量 NM 近似 代替 曲线 
у= ГС) ААИ ОМ ,并 且 
[Ау — dy| = QM — NM = QN 
当 Az—0 时, 它 是 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 量 。 


2.3.3 微分 的 计算 


因为 函数 y= 二 A(z) 的 微分 dy= 广 (z)dz, 所 以 根据 导数 的 运算 法 则 与 公式 ,可 推 得 相 
应 的 微分 的 运算 法 则 与 公式 。 


1. 微分 四 则 运算 法 则 


设 函 数 w(x),v(z) 都 可 微 , 则 
(1) d(u+v)=dutdv (2) d(uv)=vdutudv 
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-要 
2, и )_ оди —ийо 
(3) d(C.) = Саи (4) d = š (0(2)520) 
U 
2. 基本 微分 公式 
(1) dC 二 0 (C 为 常数 ) (2) 4(2*) =а1* ағ 
(3) 4(а*) =a* айх (4) d(er)=e*dx 
(5) 4008.2) = 1—42 (6) d(Inz) = 4 
xlna = 
(7) аСѕіпл) =созтат (8) d(Ccosz) 一 一 sinzd> 
(9) d(tanz) =se? rdx (10) d(cotz)= —csc*x=d=x 
(11) d(secx)=secx * tanrdx (12) d(cscz=)= —cscz * cotrdz 
(13) d(arcsinz) = = ydr (14) а(агссоѕт) = — i 1 dz 
= = 
5 = T 4% =s == Ж-де 
(15) d(arctanz) rr qz (16) dlarccotx) Ipai 


例 2-3-4 R y=sinr+lInr+ a’ 的 微分 。 
解 dy= d(sinz + lnr + z2) 
= d(sinz) + d(Inz) + d(x?) 


= coszdz + 二 dr 十 2zdz 


一 (cosz + 1. + 2z )а 
B 2-3-5 R y= e sinz 的 微分 。 
解 dy= d(e*sinz=) = sinzde* + e*d(sinz) 
= sinze* dx + есоѕтіх 
= e (sinx + cosx)dx 
例 2-3-6 Ж y= 二 zx?e*cosz 的 微分 。 
解 dy= d(x’ e" cosx) = (e*cosz=)d(z2) + z2d(e*cosz) 
= e*cosz=d(z2) + z°cosz=d(e*) + z?°e*d(cosz) 
= ercosr(2z)dz 十 zcoszerdr 十 zzer( 一 sinr)dz 


= (2ze*cosz + ax’ e" cosx — z2e*sinz=)d= 
3. 一 阶 微分 形式 的 不 变性 


设 y= /(и) ,xx 一 pz) 都 是 可 微 函 数 , 则 复合 函数 > 一 A[2(Cz)] 的 微分 为 
dy = f' u) • g'(x)dx 
由 于 du=g Cz)dz, 所 以 ,复合 函数 у= f(e(z)) WARE A Е 
dy = f'(u)du 
由 此 可 见 ,无论 是 自 变量 还 是 中 间 量 ,函数 > 一 Ju) 的 微分 dy 总 可 以 用 7 Cu) du 
来 表示 ,这 一 性 质 称 为 微分 形式 不 变性 。 
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0] 2-3-7 求 y==sin(2x 十 1) 的 微分 。 
解 解法 1: 把 2z 十 1 看 成 中 间 变 量 妈 , 即 “一 2z 十 1, 则 
dy= d(sinu) = cosudu = cos(2x + 1) 4022 + 1) 
= cos(2z + 1) • 2dx 
= 2соз(2т + 1)d= 


解法 2: 因为 至 =y 一 2cos(2z 十 1) 
所 以 dy 一 ydz = 2cos(2x + 1)d= 


考虑 到 函数 y 二 f(z) 的 导数 广 (z) 可 以 看 成 函数 的 微分 dy 与 自 变量 微分 dz 的 商 ， 
因为 在 微分 运算 中 不 必 分 辨 是 自 变量 还 是 中 间 变量 ,所 以 可 用 微分 来 计算 隐 函 数 的 导数 ， 
有 时 比较 简单 。 


例 2-3-8 ”对 由 方程 e 一 zy 所 确定 的 隐 函 数 , 求 己 与 dy。 
解 ” 对 等 式 两 边 取 微 分 ,得 


dle) = d(xy) 
即 edy = ydr + zdy 
分 别 合并 dy 与 dz 前 面 的 系数 ,有 

(е? 一 Z)dy = уйт 
得 ду _у 


2.3.4 微分 的 应 用 
1. 近似 计算 


由 微分 的 定义 可 知 , 当 Az—0 时 ， 
Ay = f (£o + Az)— f (20 )= f' (za )&z + o(Az) 
略 去 高 阶 无 穷 小 o(Az) 便 得 到 
Р + Az)— f (хь )5= Р (zo )Ах 


即 f (zo + hr) f(xo)tf (a )Az (2-3-1) 
W rz=x +Ar, B Az 一 zx 一 zo, 则 式 2-3-1 可 写作 
f) == f (me )+ f! (ror— 20) (2-3-2) 


例 2-3-9 R /9.006 的 近似 值 。 
解 设 f(z)=Vz。 取 z=9.006,zxo 二 9, 由 公式 f(x) 宅 f (zo) 十 f(xo)(x 一 zo), 有 
f(9.006)== f(9)+ f (9)(9.006 — 9) 


l az 1 1 
(9)= ==, 9)=/9=3, . 
斌 得 (9) 一 于 后 一 6。 又 由 于 /(9) 一 人 一 3, 因 此 


(а) = 
由 f(z л 
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V9. 006 ~ 31169. 006—9) = 3.001 
例 2-3-10 È sin 31° 的 近似 值 。 
解 设 /(z)=sinz, 取 zo 二 30” vie je 


A3 aa Жо Л 
ә, Н. f(zo) sin = 


x 
180° 


由 f'Ce)= cosx 得 广 (zo) 一 cos s. 


由 公式 РС +Az)==f(z )+ f (ж) Ах 可 得 


i ° ЛЕ, F. aa 
sin 31°~ sin G +T cos ç 


/З „ж м 
+ 2 ° 180 0.5151 


‚йр. 
180 

1 
73 
“2. 误差 分 析 


在 实际 工作 中 ,常常 需要 计算 一 些 由 公式 > 一 7(z) 所 确定 的 量 。 由 于 各 种 原因 ,我 
们 所 得 到 的 数据 z 往往 带 有 误差 ( 称 为 直接 误差 ), 而 根据 这 些 带 有 误差 的 数据 计算 
出 来 的 y 也 会 有 误差 ( 称 为 间接 误差 )。 下 面 讨论 怎样 利用 微分 来 对 间接 误差 进行 
估计 。 

设 某 一 个 量 的 真实 数值 (下 面 简称 真 值 ) 为 A, 它 的 近似 值 为 a, 则 |A 一 a| 为 a 的 绝对 
ЕТ 的 相对 误差 。 一 般 来 说 ,在 实际 问题 中 所 涉及 的 量 , 它 的 真 值 虽然 存 
在 ,但 往往 找 不 到 ,所 以 绝对 误差 与 相对 误差 也 就 无 法 求 得 。 因 此 ,我们 可 以 从 实际 出 发 
规定 出 绝对 误差 的 上 界 ó, ( 称 为 绝对 误差 限 ,下 面 简称 绝对 误差 ) 及 相对 误差 的 Ze 


( 称 为 相对 误差 限 , 下 面 简称 相对 误差 )。 这 样 一 来 , 当 我 们 根据 直接 测量 值 x 按 公式 
у= /(){ y 值 时 ,如 果 已 知 袜 的 绝对 误差 上 限 为 S., 即 
| Ах |< д, 
则 当 у 320 时 ,y 的 误差 
|Ay| |dy|= |У | |Ах|< [y| ð 

即 у 的 绝对 误差 为 

8, = |y [+ 8, (2-3-3) 
而 у 的 相对 误差 为 


б. |у 
ləl ly 
例 2-3-11 测量 球 半径 ~. 其 相对 误差 为 何 值 时 ,才能 保证 球 的 体积 由 公式 у= лт? 


计算 后 相对 误差 不 超过 3⁄4, 
解 由 式 2-3-4 可 得 


ду | 


° ó; (2-3-4) 
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由 此 可 见 ,要 使 有福 3% ,就 要 求 
т< 4x3% =1% 
习题 2-3 


1. Ж y=r , 4 х=1,Ах=0.01Ю,Ж dy 5 Ду. 
2. 求 下 列 各 函数 的 微分 。 


(1) y=='Inz+e*sinz (2) y= ert 

(3) y=arcsin + W у=” 

(5) у= +247 (6) y==sin2> 

(йз уе? (8) у=е7"соѕ(3— x) 

3. 将 适当 的 函数 填 人 下 列 括号 内 ,使 等 式 成 立 。 

(1)d( )=2dx (2) 4( )=3Зхах 

(3) d( =costdt (4) d( =sin2tdt 
zi. т = ez 站 

(5) 4( ) ТЕ: (6) d( )=e *dzx 

(7) df ) 一 六 由 (8) 40 ) =весёЗх= 


4. 求 ,的 近似 值 。 
2.4 中 值 定 理 


前 面 我 们 从 分 析 变化 率 的 问题 出 发 .引入 了 导数 的 概念 ,并 讨论 了 导数 的 求法 。 本 节 
中 ,我 们 将 应 用 导数 来 研究 函数 及 曲线 的 某 些 性 态 , 并 利用 这 些 知识 解决 一 些 实际 问题 。 
为 此 , 先 要 介绍 微分 学 的 几 个 中 值 定理 ,它们 是 一 元 微分 学 的 基础 。 


2.4.1 罗 尔 (Rolle) 定 理 


ПЕРА С /(z) 满 足 : 

(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ; 

(2) EFKE Са ,Б) A 

СЗ) 在 区 间 两 个 端点 的 函数 值 相等 , 即 Са) = fO), 
则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 得 

JG = 0 (a <ë£<)b) 

证 明 由 于 函数 /(z) 在 闭 区 间 pab] 上 连续 ,由 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 可 知 , 函 

数 f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 一 定 有 最 小 值 m 与 最 大 值 M 。 
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下 面 分 两 种 情况 讨论 。 

(1) WR m= M.J f(z) 在 闭 区 间 [a,6] 上 恒 等 于 常数 ,于 是 在 (a,6) 内 的 任意 点 
Z, 有 (xz) 二 0, 即 (a,65) 内 任意 一 点 都 可 取 作 &, 使 得 /7(&) 二 0。 

(2) 如 果 m 二 M, 由 f(a) 二 (5) 可 知 ,f(a) 与 f(5) 不 可 能 同时 一 个 是 最 大 值 一 
最 小 值 ,因此 m 和 M 中 至 少 有 一 个 不 是 区 间 [a,5] 的 端点 的 函数 值 。 不 妨 设 М5 (а), 
并 设 & 为 (a,5) 内 的 一 点 ,使 得 Fe) =M. 

由 于 函数 f(z) 在 点 人 处 达到 最 大 值 ,所 以 只 要 (& 十 Az)E (a,5), 便 有 


+ Ах) < fee) 
即 fE+ AD- fOO 
"4 Az > 0 BF +í PETAD 0 
25 < 
M Ar 二 0 时 ,有 FELAD fD >0 


为 f(z) 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 , 而 EE Cab) ,所 以 f(x) 在 点 8 处 可 导 , 即 
FD = fL = р. 


х РО = Р = шш LEAD РӘ >0 
aro” Ат 


fe = АФ = lim FEAD SO <o 


Arot 
于 是 必 有 
Ғғ) = 0 у 


证 毕 。 RS 
罗 尔 定理 的 几何 意义 是 : 如 果 一 条 连续 、 光 滑 的 曲线 y= 


jz) 在 两 个 端点 处 的 纵 坐标 相等 ,那么 在 这 条 曲线 上 至 少 能 找 
到 一 点 ,使 曲线 在 该 点 处 的 切线 平行 于 工 轴 ,如 图 2-4-1 所 示 。 

例 2-4-1 验证 函数 /(х)=х*—2х—3 在 区 间 [ 一 1.3] 上 
满足 罗 尔 定理 。 

解 因为/(x)==x? 一 2x 一 3 是 初等 函数 , 所 以 /(z) 在 区 间 [ 一 1,3] 上 连续 。 由 于 
了 (zx)=2x 一 2, 所 以 f(z) 在 区 间 ( 一 1,3) 内 可 导 。 又 由 于 /(—1) = /(3) =0, Т KA 
f(z) 满 足 罗 尔 定理 的 3 个 条 件 。 令 (zx) 二 2+ 一 2 二 0, 可 得 二 1E (一 1,3) ,使 得 

Г = 0 

例 2-4-2 不 用 求 出 函数 的 导数 ,判定 函数 /(z) 二 (zx 一 1) 2) (3) ñ p Oy P: 
Г (а) =0 有 几 个 实 根 , 并 指出 它们 所 在 的 范围 。 

解 ”由 于 jz) 是 (一 ,十 co) 内 的 可 导 函 数 , 且 

СО = #09 = Ж) =й 

故 f(z) 在 区 间 [1,2] 和 [2,3J 上 均 满足 罗 尔 定理 的 3 个 条 件 。 因 此 ,在 区 间 (1,2) 上 至 少 
FEA GAE Sf E) =0. 0 r= 是 导数 方程 С) 0 的 一 个 实 根 。 在 区 间 (2,3) 上 
至 少 存在 一 点 名 , 使 /'(&)=0,Ш х=& 是 导数 方程 (т) =0 的 一 个 实 根 。 又 因为 
F= 是 二 次 方程 ,因此 它 只 有 两 个 实 根 , 分 别 位 于 区 间 (1,2) 和 (2,3) 内 。 
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2.4.2 拉 格 朗 日 中 值 定理 


如 果 函 数 /(z) 满 足 : 
(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ; 
(2) 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 ， 
则 在 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 Е, 
ГО) — f(a) = f (H Фа) 


或 ГО) — уба) _. rO 
b—ü 


证 明 作 辅 助 函 数 
glz) = /(а)— fla) 


ЛФ) = уба) ау 
b—a 
则 
gla) = ob) = 0 
ЖН. фа) ФЕЙ н] [a,b] EE, EFKE (ab) ATF, hB RE HL. {Е Cab) A 


至 少 存在 一 点 ,使 


Ф (ә = 0 
А , А fO) — fa) 
即 Ф = 广 (6) a 0 
故 有 Тө = [D= fe) 
即 f) — fla) = f (0—a) 


拉 格 朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 是 : 如 果 一 条 连续 ,光滑 的 曲 
R y 三 /(z) 的 两 个 端点 分 别 为 A(a,f(a)) 和 B(5,/(5)), 那 么 
在 这 条 曲线 上 至 少 能 找到 一 点 ,使 曲线 在 该 点 处 的 切线 平行 于 
直线 AB, 如 图 2-4-2 所 示 。 

定理 中 的 公式 

РО) — fla) = 0 Ба) (а<ё&<%&) 

称 为 拉 格 朗 日 中 值 公式 。 这 个 公式 还 可 以 写成 其 他 形式 。 

设 4 二 zx,6b 二 x 十 Az, 于 是 上 述 公 式 可 以 写作 

f(z 二 Az) 一 f(x) = fO e Ar (ЕФЕ ух + Ах 之 间 ) (2-4-1) 
因为 对 于 介 于 zz 与 x 十 Ax 之 间 的 ,一定 有 这 样 一 个 值 0(0 二 90<1), 使 =x 十 0Ax 


REM 0-26 пг) ARI 可 以 写成 下 面 的 形式 


fæ + Ах) — flx) = /'(а+0Ах)+ Ах (0<0<1 (2-4-2) 

拉 格 朗 日 中 值 定理 是 微分 学 的 基本 定理 , 它 建 立 了 函数 在 区 间 上 的 增 量 与 函数 在 该 

区 间 内 某 点 处 导数 之 间 的 联系 ,从 而 使 我 们 有 可 能 利用 导数 去 研究 函数 及 曲线 在 区 间 上 
的 某 些 形态 。 对 于 点 ,定理 只 肯定 了 它 的 存在 ,在 应 用 定理 时 ,只 须知 道 有 这 样 的 点 存 
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在 就 够 了 。 

例 2-4-3 证 明 不 等 式 

| sinb 一 sina |< | b—a | 
证 明 i FCz)=sinz 在 区 间 [a,5] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 , 因 此 有 
f) — fla) = fE ba) 

即 sinb — sina 一 coss。(0 一 a) (& 在 a jb 之 间 ) 
所 以 | sinb — sina |= | cosé || p—a |< | b—a | 

证 毕 。 

直接 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,可 以 得 到 下 面 两 个 推论 。 

推论 2-4-1 如 果 函 数 /(z) 在 区 间 (a,5) 内 每 一 点 处 的 导数 都 是 零 , 即 7 Сс) 00а 
Б) ,那么 函数 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 为 一 常数 , 即 Са) СОС 为 常数 ) 。 

证 明 在 区 间 (a,6) 内 任 取 两 点 zx оле, лу Саз. ГАРА /(z) 在 区 间 (a,5) 内 可 
导 , 所 以 /(z) 在 区 间 (a,6) 上 连续 ,因此 /(z) 在 [zi,zxs] 上 连续 ,并 且 在 (zi ,zs) 内 可 导 。 

根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,在 (zi ,zs) 内 至 少 存在 一 点 £, Е 

fx) — f(r) = f'E) * (х,—т\) 
已 知 六 (6 王 0, 所 以 fe, )— ГС) 0, Вр 
/(х») = /(х\) 

由 于 zi,zs 是 任意 的 ,因此 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 函数 值 总 是 相等 的 ,这 表明 С) Е 
区 间 (a,65) 内 恒 为 一 个 常数 , 即 /(х)=С(а<х<%)„ WEE, 

推论 2-4-2 MRAZ /(z) 与 g(x) 在 区 间 (a.65) 内 每 一 点 处 的 导数 都 相等 , 即 有 
了 (zx) 三 g'(x) ,那么 这 两 个 函数 在 (a,5) 内 最 多 相差 一 个 常数 , 即 Са) Са) С. 

证 明 令 h(z)=f(z) 一 g(x), 则 h(xz)==[f(z) 一 g(x)] = /'(х)—д'(х)=0„ ЖЮ 
据 推论 2-4-1 可 知 函数 h(z)= 二 Cl(a 二 x 二 6b)。 即 

fix) = вх) +С (a< x<b) 

这 就 证 明了 函数 /(zx) 与 g(x) 在 区 间 (a.5) 内 最 多 相差 一 个 常数 。 证 毕 。 


例 2-4-4 求证 arcsinz 十 arccosz 一 二 (一 1<\л< 1). 


证 明 i f/(z=)=arcsinz=+arccos=, "4 — 1< 21 时 有 
1 =] 
6 g 
由 推论 2-4-1,/(z) 在 区 间 ( 一 1,1) 内 为 一 常数 C, 即 
arcsinx 十 arccosz = C 


下 面 确定 常数 C 的 值 ,不 妨 取 z=0E (一 1,1) ,得 
С = f(0) = arcsin0 + агссоѕ0 = 0+9 
所 以 当 一 1<z<1 时 ,有 


f(z) = 


А T 
arcsinx + arccosz = > 


对 于 = 1 时 ,等 式 显然 成 立 。 证 毕 。 
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*2.4.3 柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 


如 果 函 数 /(z) 和 g(z) 满 足下 列 条 件 : 
(1) ЕЙ 8] [a.b] HE; 
(2) 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 ; 
(3) 在 (ea,0) 内 每 一 点 处 均 有 g (z) 天 0， 
则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 ë, fl 
f- fa _ f 
800) — gla) g(@) 
ЖААН ГУЧ rh (Ë ¿E SE AO РУ ЖЕ. ЙЕН] MAG o 
在 柯 西 中 值 定 理 中 , 若 取 gaS MA g(0)—g(a)=b—a,g' (xz) 二 1, 即 得 拉 格 朗 日 中 
值 定理 Fo) 一 Fo) 三 广 (50 一 a) 。 可 见 柯 西 中 值 定 理 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推广 。 


习题 2.4 

1. 验证 函数 ГС) = а 在 区 间 [ 一 1,1] 上 满足 罗 尔 定理 。 

2. 不 用 求 出 函数 的 导数 ,判定 函数 f(x) 二 (x 一 1) (zx 一 2) (zx 一 3) (x 一 4) 的 导数 方程 
了 (zx) 二 0 有 几 个 实 根 , 并 指出 它们 所 在 的 区 间 。 

3. WEH: 当 xz>>0 时 ,ln(1 十 z) 一 z。 

4. 验证 函数 (zx) 一 士 在 区 间 [1,2] 上 是 否 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 。 若 满足 ， 
求 适合 定理 的 $ 值 。 

*5. 对 于 函数 /(т)=л* 及 g(x) 二 十 1, 在 闭 区 间 [1,2] 上 验证 柯 西 中 值 定理 的 正 
确 性 。 


2.5 洛 必 达 法 则 


在 计算 极限 lim ЕРУ, 4 /(z),g(z) 都 趋 于 零 或 趋 于 无 穷 大 , 则 称 此 极限 为 未 定 


式 ,并 分 别称 为 了 与 袜 型 未 定式 。 例 如 ,im 一 sz 是 型 ，lim 是 守 型 。 通 过 第 1 


章 的 学 习 我 们 知道 ,未 定式 的 极限 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 。 本 节 讨 论 这 种 类 型 的 极限 ， 
并 给 出 一 个 行 之 有 效 的 计算 方法 : 洛 必 达 法 则 。 


2.5.1 9 型 未 定式 


定理 2-5-1( 洛 必 达 法 则 工 ) 设 函 数 /(z) 和 g(xz) 在 点 zxo 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 ， 
且 满 足下 列 条 件 : 
(1) lim f(z)=0,limg(z)=0; 
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(2) СО) а С ВТЕ, А g (2) 50; 


(3) imb С АСА 为 有 限 数 或 =-)， 


Шш Г = е 2 = AR оо) 
J ii 


“证 明 B T lim f(z) =0, mas 而 极限 lim LE 与 图 数 f(x) 及 g(z) 在 点 


Zo 处 是 否 有 定义 无 关 , 所 以 可 重新 定义 f(zo) 二 0,g(zo) 二 0, 则 有 
lim f(x) = f(x), limg(z) = g(zo) 
即 f(z) 及 g(x) 在 点 ло 处 连续 。 
设 工 是 ze 的 某 邻 域内 的 一 点 ,由 于 f(z) 和 g(x) 在 邻 域内 处 处 可 导 , 所 以 在 以 zo 及 
工 为 端点 的 闭 区 间 上 它们 一 定 是 连续 的 ; 在 以 zo K 工 为 端点 的 开 区 间 上 它们 是 可 导 的 。 
应 用 柯 西 中 值 定理 的 条 件 , 于 是 至 少 存在 一 点 ,使 
fa) _ fG)—0 _ fG) — flr) _ FO I „ж 
gG) шк(х)—0 gaga) 80 ENTF zo 及 工 之 间 ) 
令 zzo, 并 对 上 式 两 端 求 极限 ,注意 z— x В, Ero ,得 
Гб) РӘ р РӘ 
lm aa K ш б^ 
即 lim AD 


«=» g(z) 


E: 对 于 当 xco 时 的 型 未 定式 ,只 要 作 一 个 简单 的 变换 1 一 上 ,就 可 得 当 xco 时 


t>0。 于 是 便 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 了 。 但 是 当 我 们 计算 z 一 co 这 一 函数 的 极限 时 ,不 必 
再 进行 变换 ,只 要 像 洛 必 达 法 则 工 那 样 直接 对 未 定式 的 分 子 分 母 求 导 即 可 。 


例 2-5-1 求 极限 шш, 
解 由 于 limsinz 一 0,limz 一 0。 


因此 这 是 一 个 全 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 了 ,得 


ii singt _ iisi (sinz) _ lim cosz = 1 
2-0 T == (Шү! 2-0 1 
—3а? +4 
例 2-5-2 求 极限 limt, втрату 
解 这 是 一 个 马 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 了 ,得 
А — 3а? +4 lim 22 =i lim 6 一 6 3 
х=? z’ 一 4r 十 4 1-2 20 — 4 z 2 


有 时 需要 多 次 应 用 洛 必 达 法 则 工 才能 求 出 极限 。 


70 


大 学 数学 ( 微 积分 ) 


类 很 多 ,只 使 用 一 种 方法 并 不 一 定 能 完全 奏效 ,最 好 与 其 他 求 极 限 的 方法 结合 起 来 使 用 。 
例如 ,能 化 简 时 应 尽 可 能 化 简 ; 可 利用 等 价 无 穷 小 蔡 代 或 重要 极限 时 , 则 尽 可 能 应 用 ,这 
样 可 使 运算 过 程 简化 。 


s 
例 2-5-3 RRR lim— эшш, 


解 这 是 一 个 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 I ,得 


на ш = . sing s OS: 1 
lim lim i lim li 
К] s0 F 了 0 x0 
= 
例 2-5-4 R eÁ =. 


解 这 是 一 个 了 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 I ,得 


2% 2 
= n dre =G 
lim s lim 1 
2—0 Нр 0 32 2-0 


Ф] 2-5-5 求 极限 lim® 


La 6220); 


解 дй. аршы. башын ,得 


lim & — B = lim ш = lim апа — “1 _ Ina — lnb = In © 
— S 2-0 (2) 2-0 1 b 
#12-56 求 极限 т^ Ке —®, 
20 1—соО8т 
解 这 是 一 个 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 工 , 得 
lim Č Ent lim Č — eT — im s es 2 
2-0 l— cosx z=0 sinx 2-0 COST 
Z —arctanz 
1 2-5-7 求 极限 lim "ар ч 
= 
解 这 是 一 个 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 工 , 得 
Z — arctanz =” 
lim — n= tE а а 2. 1 
z—+= + z+ l «=+е ] + z2 
z 


x 


从 以 上 例子 可 以 看 出 , 洛 必 达 法 则 确实 是 求 未 定式 的 一 种 有 效 的 方法 。 但 未 定式 种 


例 2-5-8 求 22, 
от nT 


解 显然 ,直接 利用 洛 必 达 法 则 ,在 对 分 母 求 导 时 比较 麻烦 ,这 时 如 果 作 一 个 等 价 无 


穷 小 替代 ,那么 运算 就 方便 得 多 ,其 运算 如 下 : 


ant Ж-а 1 
lim i lee 
z=0 ZX?sinz 2-0 т 2-0 3r z=0 Зл 0 3л 3 


tane шы: йа тайт x йү зес®т — 1 
3 2 
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V 
со ` 
2.5.2 SERER 
定理 2-5-2( 洛 必 达 法 则 了) 设 函 数 /(z) 和 g(z) 在 点 z 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 ， 


且 满 足下 列 条 件 : 


则 


(1) lim F(z) 王 co,limg(z) 一 co; 

= == 
(2) FOM g ORE., H. g (x) 去 0; 
(3) 9 AA HARAR), 


lim A = = lis Бш = аз = А(8ў оо) 


证 明 нк. 
与 定理 2-5-1 类 似 , 对 于 当 zc= 时 的 三 型 未 定式 也 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 1 


注 : 定理 中 的 条 件 对 于 结论 来 讲 是 充分 的 ， m lim PO 存 在 (或 为 co)， 则 


Eae 


lim LL ж.ж ( %, жоо), іа 万 (GZz) 不 存在 ( 且 不 为 co) 时 , 则 未 必 lim LO RAA. 
«=з, g (z) zz Б (x) «=» g (z) 


(х=) 


(х=) (х=) 


这 时 洛 必 达 法 则 失效 , 改 用 其 他 方法 求 极 限 。 


„2 
例 2-5-9 求 极限 lim =. 
2+5 е 
f 由 于 lim z? =+ оо, lim er =+ co 


«=+= 


这 是 一 个 二 二 型 未 定式 ， 由 洛 必 达 法 则 工 ,得 


2 
Е: ЧИЩЕ: ; 
lim = lim 一 lim 
«+ е z— е «== е 


#125-140 求 极限 lim = 


= 


R 这 是 一 个 二 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 测 ,得 


lim 01 = lim — 7 lim соѕ 2 = 1 
z-o 1 20+ tanz 20+ SECT ša 
д> 
lnx 
90 2-5-11 求 极限 lim Tre 
解 这 是 一 个 三 型 未 定式 ， 由 洛 必 达 法 则 工 ,得 
工 
lim ш lim — lim 0 


72 ”大 学 数学 ( 微 积分 ) 


L 


例 2-5-12 求 极限 linZ ins, 


pes 


解 Tiii 并 十 sinz _ tim (1 “g. i) 1 
= T 


zo 


本 例 虽 属 二 型 , 且 满 足 洛 必 达 法 则 开 的 条 件 (1)、(2) ,但 


(z+ sinz) 
r 
由 于 lim(1 十 cosz) 不 存在 , 这 时 洛 必 达 法 则 失效 ,应 改 用 其 他 方法 求 极限 。 


2.5.3 其 他 待定 型 


IF = Icos 


未 定式 还 有 以 下 5 种: 0+ оо,17 009,09 ,co 一 =。 这 5 种 未 定式 总 可 通过 适当 变换 
将 它们 转换 为 了 型 或 于 型 的 未 定式 ,然后 再 应 用 洛 必 达 法 则 。 


1. 0+ 中 型 转换 为 0 8 еш 


具体 方法 是 通过 代数 恒等式 变形 。 例 如 ， 
a= EE Que = 2 Pe 
0 • ос T б 或 0 
究竟 把 0。c= 型 化 为 型 还 是 二 型 要 视 具体 问题 而 定 。 
例 2-5-13 求 极限 lim zlnz。 


xz—0 


解 这 是 一 个 0。 co 型 未 定式 , 故 可 通过 变形 将 其 转换 为 二 型 未 定式 : 


1 
аа а ду ina = б 
zay „р о жЕ жа 

=< z? 


例 2-5-14 求 极限 lim a(Farcrane), 


# 这 是 一 个 0 一 未 定式 , 故 可 通过 变形 将 其 转换 为 全 型 未 定式 : 


x 1 
т arctanzx z 
lim “( x aretanz ] lim 2 lim Lig 
了 一 十 co 2 了 一 十 cc 1 z+ _ 1l 
£ а? 


2. o- 吕 一 般 可 转换 为 全 型 
具体 方法 如 下 : 
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l 1 
Ps 1 1 со оо 0 
1 A д 58 

co co со со 


在 实际 计算 中 ,有 时 可 不 必 采 用 上 述 步骤 ， 只 须 经 过 通 分 就 可 转换 为 型 Ы 


#1 2-5-15 求 极限 im[ 记 -一 1 } 


Мах х—1 


解 这 是 一 = 未 定式 ,通过 “ 通 分 "将 其 转换 为 全 型 未 定式 : 


i= 
(1 i ) j = T 
ЗАЛ æ— i х=1 (= — Dini 2—1 &-— 
Inz 十 一 -一 
= 
= ТЕ = жыйы ШШЕ = 3 
zl rlnr +z —1 zi lnz 十 1 十 1 r 
例 2-5-16 求 极限 (17—21). 
z0 | € = т 
解 这 是 -= 一 = 未 定式 ,通过 “ 通 分 "将 其 转换 为 上 型 未 定式 。 
А 1 1 ‚ х—е°+1 „ж — е А 
(т) imig = =s шз 
се Y. 
= шен 


3. 1° 10°, оо 型 未 定式 的 转换 


由 于 1” ‚0°,о=° 型 未 定式 都 是 来 源 于 宕 指 函 数 [ f Сс) | °C 的 极限 ,因此 通常 可 以 用 
取 对 数 的 方法 或 利用 


[fa] = UOO 一 eda] 
将 其 转换 为 + сола UE PEA NREN, 
BI 2-5-17 求 极限 lim (соза). 
解 这 是 1 型 未 定式 。 


lim (cosz)# = іт енко 
х-—0 zot 
又 由 于 lim ln eosa? lim Inteo) lim — tanz I 
2-0% zot 2 „+ 20 2 
a 
所 以 lim: (coss)? = Шене = et 
工 一 0 工 一 0 叶 


例 2-5-18 求 极限 lim (tanz)™™。 
解 这 是 0" 型 未 定式 。 
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s 
lim (tanz)™ = Ишен» 
zot х—0* 
1 
N — е 
又 由 于 limsinz • In(tanz) li нїш наш li э 0 
x—0 zot 1 了 一 0 ж созт zot cos + 
sinx sin’ x 
所 以 lim (tanz)®™ = lim еч") 一 é 一 
zr0t 20+ 
例 2-5-19 求 极限 lim zz, 
解 ”这 是 oo" тж. 
lim zz = lim ex 
一 十 co Pee 
x 
又 由 于 lim nz = lim 19 = lim =0 
rt T zt” zx z—+ə= 1 
所 以 lim zz = lim е = е? = 1 
Ho zt 
例 2-5-20 Кіт", 
解 Фу=х"“,Ш Iny= (sinz)Inz, 
1 
又 因为 Tontin e= in i : 
2-0 z=0 1l 2—0 一 COST 
sinx sinx 
e == 
lim 二 Sm € Jim ашы їапт = 0 


z0 TCOST х—0 


所 以 limy 一 елт баг 一 eo = 1 
注 : 使 用 洛 必 达 法 则 时 ,应 注意 以 下 几 点 。 
必须 检验 是 否 属于 人 或 忆 型 未 定式 , 若 不 是 ,就 不 能 使 用 该 


(1) 每 次 使 用 法 则 前 , 必 


ЖА, 
(2) 如 果 有 可 约 因子 ,或 有 非 零 极限 值 的 乘积 因子 , 则 可 先 约 去 或 提出 ,以 简化 演算 步骤 
= 克也 不 存在 ,这 时 


(3) 当 lim 力 人 不 存在 时 (不 包括 = 的 情况 )， 并 不 能 断定 lim < 


洛 必 达 法 则 失效 , 改 用 其 他 方法 求 极 限 。 


习题 2-5 


L. “еза 
(10 2—1 @y aa 0628, 
«—03*—1 ARO 
ii 2z = 
шал. Buia + (4) Кт —sin= 
2-0 z sin2 z 


(3) tia 
T — sinx 


x0 
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(5) pa datanps (6): а 122 а>0) 
sot lntan3z +9 T 
(7) lim 2008 (8) іт zlnz 
z+ # баг 
09) limaln (2 дуо) (10) lim zx-?er 
РЕ Tä 了 一 十 co 
(11) lim(secz 一 tanz) (12) lim( 1 -1) 
5 z=o\ Sint < 
2 
(13) lim (1+z)* (14) lim zz 
了 一 十 co pir 
эз. Й 
= sin == 
Ë. 验证 极限 lim =. 存在 ,但 不 能 用 洛 必 达 法 则 得 出 。 
26 函数 单调 性 与 极 值 
本 节 利 用 导数 研究 函数 的 单调 性 、 极 值 性 .凹凸 性 、 拐 点 等 ,最 后 用 定性 方法 作出 函数 


的 图 形 。 通 过 极 值 与 最 值 的 求 出 可 解决 一 些 应 用 问题 ,从 中 可 以 体会 到 微分 法 对 于 函数 


性 质 的 研究 十 分 重要 。 
2.6.1 


函数 的 单调 性 


在 第 1 童 中 ,我 们 已 经 给 出 了 函数 在 区 间 上 单调 的 定义 。 用 定义 判断 函数 的 单调 性 


是 比较 困难 的 ,下 面 以 中 值 定理 为 依据 ,利用 导数 来 研究 函数 的 单调 性 。 


如 果 函 数 y= 二 f(z) 在 (a,5) 上 单调 递增 ,那么 它 的 图 形 是 一 条 沿 x 轴 正 向 上 升 的 曲 
线 , 这 时 曲线 上 各 点 处 的 切线 斜率 是 正 的 , 亦 即 广 (z) 二 0( 图 2-6-1(a)); 反之 ,如 果 函 数 
y 王 /(z) 在 (a,b) 上 单调 递减 ,那么 它 的 图 形 是 一 条 沿 x 轴 正 向 下 降 的 曲线 ,其 上 各 点 处 
的 切线 斜率 是 负 的 , 亦 即 У Са) СОСЕ 2-6-1(b))。 


图 2-6-1 


由 此 可 见 , 可 导 函 数 的 单调 性 与 导数 的 符号 有 着 密切 的 联系 。 反 过 来 ,能 否 用 导数 的 


符号 来 判定 函数 的 单调 性 呢 ? 


定理 2-6-1( 函 数 单调 性 的 充分 条 件 ) 


设 函 数 /(z) 在 区 间 (a,5) 内 可 导 , 且 导 函 数 
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本 
了 (z) 不 变 号 。 

(1) 车 了 (zx) 放 0, 则 f(z) 在 区 间 (a.5) 内 是 单调 递增 的 ; 

(2) 车 了 (x) 过 0, 则 f(x) 在 区 间 (a.5) 内 是 单调 递减 的 。 

证 明 在 (a,5) 内 任 取 zi ,zs ,不妨 设 zi 一 xz, 由 于 函数 f(x) 在 区 间 (a,65) 内 可 导 , 因 
MEEA KH Ce ,xs] 上 连续 ,在 开 区 间 (xi ,zs ) 内 可 导 。 根 据 拉 格 朗 日 中 值 定理 有 

Flad — fea) = f Olara (zi < £ < xx) 
(1) BA (х) 220.710 广 (人 二 0。 而 六 一 zi 过 0, 则 有 
Од?) — Уба) > 0 

HJ Уб») > fla) 

由 于 zi,zs 是 任意 的 ,因此 ,函数 f(x) 在 (a,5) 内 是 单调 递增 的 。 

同 理 可 证 (2)。 证 毕 。 

注 : 若 将 定理 中 的 开 区 间 换 成 闭 区 间或 无 穷 区 间 ,定理 的 结论 仍然 成 立 。 

需要 指出 的 是 ,这 个 定理 只 是 判定 函数 单调 性 的 充分 条 件 ,而 不 是 必要 条 件 。 当 函数 
jz) 的 导数 太 (z) 在 区 间 (a,0) 内 ,除了 在 个 别 点 处 为 零 外 , 均 有 广 (z) 二 0 (或 (zx) 二 0)， 
则 函数 j(z) 在 这 个 区 间 内 仍然 是 单调 递增 (或 单调 递减 ) 的 。 例 如 ,在 区 间 ( 一 co ,十 cc) 
内 ,函数 f(z)=x 的 导数 (x) 二 3x? # т=0 处 为 零 , 除 此 之 外 ,都 有 f a>, A 
函数 /(х)=лх* 在 (一 吕 , 十 oo0) 内 仍 是 单调 递增 的 。 

例 2-6-1 讨论 函数 /(z) 二 e* 一 x 一 1 的 单调 性 。 

解 ” 函 数 的 定义 域 为 (一 2, 十 2)。 

f'a) = е1 

S f(z)=0, 解 得 工 一 0 

4 хЄ(—оо,0],/”(х)<0,Р&Ж 1(z) 在 (一 c ,0] 上 单调 递减 ; 

当 zxE[0, 十 吕 ) 时 ,了 (zx) 这 0, 函数 7Cz) 在 [0, 十 cc) 上 单调 递增 。 

例 2-6-2 讨论 函数 /(z) 二 VTE 的 单调 性 。 

解 ” 函 数 的 定义 域 为 (一 ,十 0)。 


+ 2 
f (х) = —= 
3ye 


在 (一 中 ,十 吕 ) 内 ,函数 的 导数 没有 等 于 零 的 点 。 易 见 , 当 z= 二 0 时 ,函数 的 导数 不 存在 。 

Щщ z€ (一 c,0) 时 , 广 (z)<0, 函 数 f(x) 在 (一 2,0] 上 单调 递减 ; 当 zE(0, 十 co) 
时 , 广 (z) 二 0, 函数 F(z) 在 [0, 十 c=) 上 单调 递增 。 由 此 可 见 ,导数 不 存在 的 点 也 可 能 是 函 
数 增 减 区 间 的 分 界 点 。 

求 函数 /(z) 的 单调 区 间 的 步骤 如 下 。 

(1) 确定 函数 /(x) 的 定义 域 。 

(2) 求 出 函数 f(x) 的 导数 广 (z) 。 

(3) 求 出 函数 在 其 定义 域内 f(z) =0 的 点 和 导数 不 存在 的 点 ,这 些 点 把 定义 域 分 成 


第 2 章 ”一 元 函数 微分 学 77 


若干 子 区 间 。 

(4) 确定 f(z) 在 每 个 子 区 间 内 的 符号 ,根据 每 个 子 区 间 内 f(x) 的 符号 ,确定 ГС) 
的 单调 性 。 

在 解 题 过 程 ,一 般 采用 列表 方式 进行 讨论 。 

例 2-6-3 讨论 f(z) 二 xz? 一 6z? 十 9z 十 3 的 单调 性 。 

解 ”函数 的 定义 域 为 (一 ,十 cc=) 。 

f (х) = 322 — 12x +9 = 3(х—1)(х—3) 

S (zx) 二 0, 解 得 а 1,2 = 二 3。 它们 把 定义 域 (一 吕 , 十 吕 ) 分 成 三 个 区 间 , 见 

表 2-6-1。 


Ж 2-6-1 

z (一 co,1) 1 (1,3) 8 (3, 十 co) 
f(z) + 0 = 0 + 
Уа) 2! м " 
由 表 2-6-1 可 知 ,函数 FCz) 在 区 间 ( 一 22,1) 和 (3, 十 cc) 上 单调 递增 ,而 在 区 间 (1,3) 


上 单调 递减 。 
利用 函数 的 单调 性 还 可 以 证 明 一 些 不 等 式 。 
例 2-6-4 WEIK r>0 时 ,有 不 等 式 1n(1 十 7x) 之 和 一 


Ttg’ 
证 明 Уба) = а +) тр, АЗЕ Са) 200х220) АЈ, 
(y — 2 
由 于 一 ра 


当 z>0 时 ,有 7 Са) 220. Т f(z) 单 调 递 增 ,。 又 7(0) 王 0, 于 是 , 当 z>0 时 ,有 
Гб) > 500) = 0 


因此 , 当 z 之 0 时 ,有 Ња +2) = 2 -之 0 
1+2 


© 


即 in 


2.6.2 函数 的 极 值 


定义 2-6-1 设 函 数 y 二 f(z) 在 U(zo) 内 有 定义 ,如 果 对 于 任意 的 zEU(zo) 都 有 
(1) f(z) 达 f(zo), 则 称 f(zo) 是 函数 f(z) 的 一 个 极 大 值 ; 

(2) f> (ав), WER f(zo) 是 函数 f(z) 的 一 个 极 小 值 。 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ,使 函数 取得 极 值 的 点 == z, 称 为 极 值 
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v 


点 。 例 如 , 函数 =a 在 点 z=0 处 取得 极 小 值 1(0) 二 0, 则 点 zx 一 0 就 是 函数 Sa) Sa? 
的 极 小 值 点 。 

$: 由 于 极 值 只 与 函数 在 一 点 某 个 邻 域内 的 函数 值 有 关 , 因 
此 函数 的 极 值 是 函数 的 一 个 局 部 属性 。 即 如 果 /(xo) 是 函数 的 
一 个 极 大 值 , 那 只 是 就 zo。 点 附近 的 一 个 局 部 范围 来 讲 的 , 它 是 
局 部 范围 的 最 大 和 最 小 ; 而 最 大 值 和 最 小 值 是 整体 性 的 概念 ,是 
指 f(x) 在 整个 定义 域 上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 如 图 2-6-2 所 示 ， 
(x1) 是 极 大 值 ， f(zs) 是 极 小 值 ; 就 整个 区 间 [a,5] 来 说 , f(b) 
是 最 大 值 ,f(zxs) 是 最 小 值 。 图 2-6-2 

下 面 讨论 函数 取得 极 值 的 必要 条 件 和 充分 条 件 。 

定理 2-6-2( 函 数 取 得 极 值 的 必要 条 件 ) 设 函 数 /(z) 在 点 xo 处 可 导 , 并 且 在 点 хә 
处 7(z) 取 得 极 值 , 则 它 在 该 点 的 导数 广 (zu) 一 0。 

定理 2-6-2 的 证 明 从 略 。 这 个 定理 又 称 为 费 马 定理 。 

它 的 几何 意义 是 , 当 一 条 连续 光滑 的 曲线 y= 二 f(z) 在 点 (zo,f(zo)) 处 取得 极 值 时 ， 
它 在 该 点 的 切线 一 定 平行 于 xz 轴 。 把 使 导数 /' (т) 0 的 点 称 为 函数 /(z) 的 驻 点 (或 称 
为 稳定 点 )。 

费 马 定理 说 明 : 可 导 函 数 /(z) 的 极 值 点 必定 是 它 的 驻 点 。 应 该 注意 的 是 , 费 马 定理 
的 道 定理 是 不 成 立 的 , 即 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 。 

例如 ,函数 С) = 的 导数 为 六 (xz) 二 3zx’, 令 (zx) 二 0, 解 得 x= 二 0, 即 z==0 是 函数 
Га) =а° 的 驻 点 ; 但 z= 二 0 却 不 是 函数 ГО) = 的 极 值 点 。 所 以 ,函数 的 驻 点 只 是 可 能 
的 极 值 点 。 

另外 ,函数 在 它 的 导数 不 存在 的 点 处 也 可 能 取得 极 值 。 例 如 ,函数 Са) = |а| Е 


КЖ? 


ж =0 处 不 可 导 , 但 函数 在 该 点 取得 极 小 值 。 


那么 ,怎样 判定 函数 在 驻 点 或 不 可 导 的 点 处 究竟 是 否 取得 极 值 ? 如 果 是 ,究竟 取得 极 
大 值 还 是 极 小 值 ? 下 面 给 出 两 个 判定 极 值 的 充分 条 件 。 

定理 2-6-3( 函数 取得 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) 设 函 数 y=/(z) 在 UCzo) 内 可 导 , 且 
у= f(z)#£ z==x 点 连续 。 

(1) 当 zEU-(zo) 时 PCz) 二 0, 上 且 zEU+(zo) 时 六 z)<0, 则 函数 f(z) 在 xo 处 取 
得 极 大 值 ; 

(2) 当 zEU-(zo) 时 广 (z)<0, 上 且 zEU+(Czo) 时 f С) 220, WRR f(z) 在 xz。 处 取 
得 极 小 值 ; 

(3) H r Ж r 的 左右 两 侧 时 , 恒 有 广 (z) 过 0 或 恒 有 (zx) 二 0, 则 函数 ГС) ЯЕ ло 
处 没有 极 值 。 

定理 2-6-3 证 明 从 略 ,如 图 2-6-3 所 示 。 

求 函数 f(z) 的 极 值 点 和 相应 极 值 的 步 又 如 下 。 
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vi yl 
>= 站 nm 
' 
LEPO 77099 Foo оро 
о хо Ж o | Xo т 
уф у=/х) У у=) 
гаро аро L'O! Gy 
O хо Ж о Xo X 
图 2-6-3 


(1) 确定 函数 /(z) 的 定义 域 。 

(2) 求 出 函数 f(x) 的 导数 /' (т). 

(3) 解 方程 (x) 二 0, 求 出 f(z) 在 定义 域内 的 所 有 驻 点 。 

(4) 找 出 A(z) 在 定义 域内 的 所 有 导数 不 存在 的 点 。 

(5) 讨论 /(z) 在 每 个 驻 点 或 不 可 导 点 的 左 、 右 两 侧 附 近 符号 变化 情况 ,以 确定 该 点 
是 否 为 极 值 点 ,进一步 确定 是 极 大 值 还 是 极 小 值 。 

在 解 题 过 程 ,一 般 采 用 列表 方式 进行 讨论 。 

例 2-6-5 求 函数 /(z) 二 xz; 一 6z? 十 9z 十 3 的 极 值 。 

解 ” 函 数 的 定义 域 为 (一 2, 十 oo)。 

f (x) = 32? — 12r +9 = 3(х—1)(х—3) 

Га) =0 AFER ху 1,0 =3, CHEER, co) 3 个 区 间 , 见 表 2-6-2. 


表 2-6-2 

z (—оо,1) 1 (1,3) 3 (3, 十 co) 
Ге) + 0 _ 0 十 
б) КЫ 极 大 值 7 l. 极 小 值 3 27 


由 表 2-6-2 пр, Е ху =1 处 ,函数 /(z) 有 极 大 值 1) 7; fE х 3 处 ,函数 f(x) 
有 极 小 值 703) =3, 
例 2-6-6 ЖЮ /(х)=2х-Е3 Vz 的 极 值 。 
解 ”函数 的 定义 域 为 (一 c ,十 cc) 。 
ш _ 2(1+ z) 
f (х) = 2 + 2z=— = 
S Fan, 
不 难看 出 ,函数 F(z) 在 点 z; = 0 处 不 可 导 但 连续 。 
此 两 点 均 为 极 值 的 可 能 点 ,它们 把 定义 域 (一 ce ,十 cc) 分 成 3 个 区 间 , 见 表 2-6-3。 
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表 2-6-3 
工 (—sə,—1) 1 С—1,0) 0 (0, 十 co) 
F + 0 一 十 
е ^ 极 大 值 1 м 极 小 值 0 2 


由 表 2-6-3 IAE ту = —1 处 ,函数 /(z) 有 极 大 值 f(—1)=1; 在 x; 二 0 处 ,函数 
f(z) 有 极 小 值 700) =0, 
HRR f(z) 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 存在 且 不 为 零 时 ,还 可 以 用 定理 2-6-4 来 判定 函数 
f(z) 的 极 值 。 
定理 2-6-4( 函 数 取得 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) 设 函 数 f(z) 在 点 т, 处 具有 二 阶 导 数 ， 
H /'()=0,Ж 
A) 当 /f”(a6)<0 时 , 则 函数 f(z) 在 点 ze 处 取得 极 大 值 ; 
(2) 当 у" Сто) 220 时 , 则 函数 /(z) 在 点 zo 处 取得 极 小 值 。 
证 明 (1) AP"(zo)<0 BI 
к FD — Р Со) “0 
2-20 2 — 20 
ННВ AS РЕ Л n] ЯП. YE U Ceo) NA 
РЕ — J Cu) i { 


т-ту 


} 20) 
又 由 于 了 (zo)==0, 所 以 
LE <о (т#л) 


由 此 可 见 , 当 xEUT Сто) /” Са) 220, Ч EUH (zo) 时 f'(z)<0, 根据 函数 取 
得 极 值 的 第 一 充分 条 件 可 知 , 函数 /(z) 在 点 ze 处 取得 极 大 值 。 

同 理 可 证 (2)。 证 毕 。 

PE; 函数 /(z) 在 点 т, 处 具有 二 阶 导 数 , 且 (xo) 二 0。 如 果 六 (xzo) 一 0, 那么 函数 
ГО) Ж ло 处 可 能 有 极 值 ,也 可 能 没有 极 值 。 

例如 ,函数 f(z) 二 zx?, 有 (0)= 二 1 (0) 二 0, 但 /(z) 二 zx? Ж т=0 处 没有 极 值 ; G n 
ж f(x) 二 xz, 有 了 (0) 二 1”(0)=0, 但 f(x)=xt 在 x=0 处 取得 极 小 值 。 

因此 ,如 果 函 数 在 驻 点 处 的 二 阶 导 数 为 零 , 那 么 还 得 用 一 阶 导数 在 驻 点 左 、 右 邻近 的 
符号 来 判定 。 

#12-67 Ж /(z) 一 妇 十 于 的 极 值 。 

f ”函数 的 定义 域 为 (一 co,0)U(0, 十 co) 。 

= mA 


а? 


S (zx) 二 0, 得 驻 点 Zi 一 3 
108 


x f'G)=2+-— 
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则 f°(3)=6>0 
根据 函数 取得 极 值 的 第 二 充分 条 件 可 知 , 函 数 f(z) 的 极 小 值 为 F(3) 一 27。 
例 2-6-8 求 函数 f(z)==xz? 一 3zx’ 十 1 的 极 值 。 
解 ” 函 数 的 定义 域 为 (一 2, 十 2)。 
Р(х) = За? — 6x = 3z=(z — 2) 


令 了 (zx) 二 0, 得 驻 点 21=0, zi=2 
х f (x)=6zr—6 
则 y"0)=—6<0, /”(2)=6>0 


故 函数 f(z) 的 极 大 值 为 1(0) 二 1, 极 小 值 为 f(2) 二 一 3。 
“ 例 2-6-9 ”试问 a 为 何 值 时 ,函数 f(x) asinz 十 二 sin3z fE z 处 取得 极 值 ? 它 是 


极 大 值 还 是 极 小 值 ? 求 此 极 值 。 
解 ”函数 的 定义 域 为 (一 ,十 =)。 


f Ce) = асоѕх + cos3x 
heum 7 (3 } 一 0, 从 而 有 号 一 1 一 0, 即 一 2。 
X 4 a=2 hF, f”(z)= —2sinz=—3sin3z, H. 
жа} 
f (<)= {г <0 


故 丽 数 /(z) 在 + 于 处 取得 极 大 值 , 且 极 大 值 [到 )=/3. 


2.6.3 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 


在 工农 业 生产 .工程 技术 及 科学 实验 中 ,常常 会 遇 到 这 样 一 类 问题 : 在 一 定 条 件 下 ， 
怎样 使 “产品 最 多 “用 料 最 省 “成 本 最 低 “ 效 率 最 高 "等 。 这 类 问题 在 数学 上 有 时 可 归结 
为 求 某 一 函数 (通常 称 为 目标 函数 ) 的 最 大 值 或 最 小 值 问题 。 

极 值 是 一 个 局 部 概念 ,是 与 极 值 点 邻近 的 所 有 点 的 函数 值 相 比 而 言 的 ; 而 最 大 值 . 最 
小 值 是 一 个 整体 概念 ,是 函数 在 整个 区 间 上 全 部 数值 中 的 最 大 者 、 最 小 者 。 

在 第 1 章 中 ,我 们 曾 指出 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 一 定 存在 最 大 值 和 最 小 值 。 一 般 来 
说 ,如 果 函 数 在 开 区 间 内 取得 最 值 , 那 么 这 个 最 值 一 定 也 是 函数 的 一 个 极 值 。 连 续 函 


数 取得 极 值 的 点 只 可 能 是 该 函数 的 驻 点 或 不 可 导 点 ,而 函数 的 最 值 也 可 能 在 区 间 端 点 
上 取得 。 
求 函数 最 值 的 步骤 如 下 。 


(1) 求 函 数 的 一 阶 导数 ,确定 函数 在 指定 区 间 内 的 驻 点 和 不 可 导 点 。 

(2) 求 出 所 给 区 间 上 所 有 驻 点 .不 可 导 点 及 边界 点 的 函数 值 ,并 进行 比较 。 

(3) 上 述 驻 点 ,不 可 导 点 及 边界 点 的 函数 值 中 最 大 者 为 最 大 值 ,最 小 者 为 最 小 值 。 
例 2-6-10 求 函数 С) = 22° — 32° 在 区 间 [ 一 1,4j 上 的 最 大 值 与 最 小 值 。 

解 Г Са) = ба? — ба = 6х(х—1) 
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S 7 (0) 一 0, 得 驻 点 21=0, ав=1 
因为 f(0)=0, f D Fe 5, f(4)=80 


所 以 ,函数 f(z) 在 区 间 [ 一 1,4] 上 最 大 值 (4) 王 80, 最 小 值 /(—1)=—5,„ 
例 2-6-11 Ж /(х)=х*—3х°*—9х-Е5 在 区 间 [0,4] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 。 
解 Г Са) = 32° — 62 — 9 = 3(x +1)(x— 3) 
令 了 (z)==0, 得 f(z) 在 区 间 [0,4] 的 驻 点 
ту =3 (zs 一 一 1 不 在 区 间 内 , 舍 去 ) 
因为 703) 22, 00) =5, fA) 15 
所 以 ,函数 F(z) 在 区 间 [0,4] 上 的 最 大 值 是 /(0) 二 5, 最 小 值 是 703) = —22, 
* 例 2-6-12 求 函数 f(x) 二 |z? 一 3zx 十 2| 在 [一 3,4] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 。 
x’ 一 3z 十 2 x € [—3,1] U [2,4] 


йош == 
—а4*+3х—2 хЄ (1,2) 


22 — 3 х Є (— 3,1) U (2,4) 


所 以 го | 
—22--3 2 Є (1,2) 
求 得 SOEC ЙОЗЕ a= T NA = lay =2, 
я = уй 8. 1 М к 
Ш f3) = 20, 1) = 0, s) 4" fQy= 0, ҒО) = 6 


所 以 ,函数 /(z) 在 区 间 [ 一 3,4] 上 的 最 大 值 是 7С 3) = 20 ЖИМА 701) = 702) =0, 

需要 指出 的 是 ,对 于 某 些 实际 问题 ,往往 根据 问题 的 特点 ,就 可 以 断定 可 导 函 数 f(x) 
在 其 区 间 内 部 确 有 最 大 值 (或 最 小 值 )。 而 当 f(x) 在 其 区 间 内 部 又 只 有 一 个 驻 点 ze 时， 
那么 ,不 必 讨 论 /(xo) 是 不 是 极 值 ,立即 就 可 断定 /(zxo) 是 最 大 值 (或 最 小 值 ) 。 

例 2-6-13 设 有 一 块 边 长 为 a 的 正方 形 铁皮 ,从 4 个 角 截 去 同样 大 小 的 正方 形 小 方 
块 ,做 成 一 个 无 盖 的 方 盒子 ,小 方块 的 边 长 为 多 少 才 能 使 盒子 容积 最 大 ? 

解 ” 设 小 块 的 边 长 为 z, 则 方 盒 的 底 边 长 为 a 一 2z, 它 的 容积 为 


V(x) = х (а— 2z}, rE (o5) 


V’ la) = (a — 2r)? — 4r la — 2x) = (a — 2x) (a — 6х) 


5 V D=o (о, ] 内 唯一 驻 点 ， 


= 
6 

另 一 方面 , 根据 问题 的 特点 可 以 判断 VCz) 一 定 有 最 大 值 , 因 此 当 w= V(z) 取 
得 最 大 值 给 

例 2-6-14 菜 快餐 厅 的 快餐 每 月 的 需求 量 为 < 份 , 它 与 每 份 价格 p 元 的 函数 关系 为 


一 200, 生产 x 份 快餐 的 成 本 为 CCz) 一 50000 十 5. 6z( 元 )。 试 求 取得 最 大 利润 时 
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V 
的 销售 量 。 
f ”销售 并 份 快 餐 的 收益 为 
(60000 一 工 ) 工 а? 
RGD == 2000 302 一 2000 
销售 т 份 快餐 的 利润 为 
= 
L(z)= R(z) 一 CCz) = 302 — „у, — (50000 + 5, 6z) 
а? 
= — = 一 к, 
24. 4æ — ogg — 50000 (0< + < 60000) 
, = ИИ; 
x 1/0) = 94.4 — 50 
令 L'(z) 二 0, 得 唯一 驻 点 x = 24400 


3⁄4 z==24400 时 L” Cx) <0, ТЕД. 4 88 š ht у 24400 份 时 ,可 获得 最 大 利润 为 
L(24400) = 247680( 元 ) 

习题 2-6 

1. 讨论 函数 /(z) 二 2z? 一 9zx? 十 12z 一 3 的 单调 性 。 

2. 讨论 函数 /(z) 二 arctanx 一 z 的 单调 性 。 

з. ШЕ. 当 z>1 时 ,2Vz>3 一 二 。 

4. 求 下 列 函数 的 极 值 。 


(1) f(z)=xz°*—3z°—9x+5 (2) /(х)=(х—1)х% 
(3) A= (a 23 +1 (4) FO = (а 1) +1 
(5) 305) =2—1а(1+=) (6) f(z)=<x+tanzx 


5. 求 下 列 各 函数 在 指定 区 间 上 的 最 大 值 与 最 小 值 。 

(1) 函数 /(х)=24#+3х*—12х-+Е14 在 [一 3,4] 上 ; 

(2) 函数 /(х)=х—х Vz 在 区 间 [0,4] 上 。 

6. 某 车 间 要 靠 墙壁 盖 一 间 长 方形 小 屋 , 现 有 存 砖 只 够 砌 20m 长 的 墙壁 , 问 应 围 成 怎 
样 的 长 方形 才能 使 这 间 小 屋 的 面积 最 大 ? 

т. 某 厂 生产 某 产品 ,固定 成 本 为 20000 元 ,每 生产 一 单位 产品 ,成 本 增加 100 元。 已 
知 总 收益 R 是 年 产量 zx 的 函数 

400z—2 0 过 x 过 400 
В = (х) = 2 

80000 x > 400 
问 每 年 生产 多 少 单位 产品 时 ,总 利润 最 大 ? 此 时 总 利润 是 A D B 


多 少 ? жы Z 100km 
8. 如 图 2-6-4 所 示 , 已 知 AB 王 100km,AC 王 20km, 公 


€ 
路 CD 与 铁路 DB 的 运费 比 为 5 : 3 ,为 使 CDB 总 运费 最 省 ， 
mf kE D Ax? 


2-6-4 
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2.7 ”曲线 的 凹凸 性 与 函数 的 图 像 


为 了 进一步 研究 函数 的 特性 并 正确 地 作出 函数 的 图 形 , 需 要 研究 曲线 的 弯曲 方向 。 
在 几何 上 ,曲线 的 弯曲 方向 是 用 曲线 的 凹凸 性 来 描述 的 。 


2.7.1 曲线 的 止 凸 性 


定义 2-7-1 ”如果 曲线 弧 位 于 它 每 一 点 的 切线 的 上 方 , 则 称 此 曲线 弧 是 凹 的 ; 如 果 曲 
线 弧 位 于 它 每 一 点 的 切线 的 下 方 , 则 称 此 曲线 弧 是 西 的 ,如 图 2-7-1 所 示 。 


У В y 
` IN 
B 
A 
一 一 
o| x o| x 
(a) (b) 
图 2-7-1 


从 图 2-7-1 还 可 以 看 到 如 下 事实 : 对 于 凹 的 曲线 弧 ,其 切线 的 斜率 f(z) 随 着 xz 的 增 
大 而 增 大 , 即 广 (z) 单 调 递增 ; 对 于 凸 的 曲线 弧 ,其 切线 的 斜率 广 (z) 随 着 + 的 增 大 而 减 
小 , 即 广 (z) 单 调 递 减 。 而 函数 广 (z) 的 单调 性 又 可 用 它 的 导数 , 即 С) й Т 
jz) 的 符号 来 判定 , 故 曲线 弧 у= Саг) ШЕЕ; 六 (z) 的 符号 有 关 。 下 面 给 出 曲线 凹 
凸 性 的 判别 方法 。 

定理 2-7-1 (曲线 凹凸 性 的 判别 法 ) 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,65) 上 具有 二 阶 导数 
S”) WERKE E, 

(1) 当 /”(х):>0 时 ,曲线 弧 y= Sa Ч ; 

(2) 当 /”(a)<0 时 ,曲线 弧 у= ГС) т Й. 

例 2-7-1 判定 曲线 > 一 Inz 的 凹凸 性 。 

解 ”函数 的 定义 域 为 (0, 十 cc=)。 由 于 


= E Е 2 
因此 曲线 у= ах 在 (0, 十 ==) 内 是 凸 的 。 
例 2-7-2 ”讨论 曲线 y= ° 的 凹凸 区 间 。 
解 ”函数 的 定义 域 为 (一 c ,十 ==) ,由 于 
у = 32, у = бх 
显然 , 当 zE (一 c2,0) 时 , Y<0; 4 x€ (0, оо), у'20. 
因此 , 当 zE( 一 ,0) 时 ,曲线 弧 是 凸 的 ; 4 Є (0, Боо), 曲线 弧 是 四 的 。 
例 2-7-3 讨论 曲线 y=3x2°—x* 的 凹凸 区 间 。 
解 ”函数 的 定义 域 为 (一 c" ,十 cc)。 由 于 
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y = 6r— 3r’, у =6—6х=6(1—х) 
显然 , 当 zE (—co,1)BF,y”72>0; 4 z€ (1,+-=o)BF,y”<0, 
因此 , 当 zE( 一 c2,1) 时 ,曲线 弧 是 止 的 ; 当 zE(1, 十 cc) 时 , 曲线 弧 是 西 的 。 


2.7.2 曲线 的 拐点 


定义 2-7-2 ”连续 曲线 的 凹 弧 与 凸 弧 的 分 界 点 , 称 为 曲线 的 拐点 。 

例如 ,函数 y= 二 x , 当 xE( 一 2,0) 时 ,曲线 弧 是 凸 的 ; 当 zE (0, 十 c2) 时 ， 曲 线 弧 是 
目的 。 所 以 (0,0) 点 是 它 的 拐点 。 一 般 来 说 ,函数 y= 二 f(z) 的 二 阶 导 数 为 零 或 不 存在 的 点 
可 能 是 拐点 。 那 如 何 判 别 曲线 的 拐点 呢 ? 下 面 给 出 曲线 拐点 的 判别 法 。 

定理 2-7-2( 拐 点 的 判别 法 ) 设 函 数 y 王 /(z) 在 区 间 (a,b) 上 具有 二 阶 连续 导数 
J'a). 车 zo 是 (4a,5) 内 一 点 ， 

(1) 当 f(z) 在 zo 附近 的 左边 和 右边 不 同 号 时 ,点 (zo,f(zo)) 是 y= 二 f(z) 的 一 个 
拐点 ; 
(2) 当 f'E zo 附近 的 左边 和 右边 同 号 时 ,点 (zo,f(zo)) 不 是 y= 二 f(x) 的 一 个 


由 定理 2-7-2 可 知 求 拐点 的 步 又 如 下 。 
(1) 确定 函数 /(zx) 的 定义 域 。 
(2) 求 出 函数 /(z) 的 二 阶 导 数 S a) 
(3) 解 方程 1”(zx) 二 0, 求 出 该 方程 在 定义 域内 的 所 有 实 根 。 
(4) 找 出 /(z) 在 定义 域内 的 所 有 二 阶 导数 /”(z) 不 存在 的 点 ло о 
(5) 考察 У" Сх) ТЕ хо 的 左 、 右 两 侧 邻 近 的 符号 。 若 Г С Е zo 的 左 、 右 两 侧 邻 近 的 
符号 相反 , 则 点 Czo ,f(zo)) 是 拐点 ; 车 /” Ст) {Е хь 的 左 、 右 两 侧 邻 近 的 符号 相同 , 则 点 
Сао fo DREP. 
B 2-7-4 КН у= И. 
解 (1) RAELA (оо, Боо). 
(2) у! aty et эу 
(3) 该 函数 没有 二 阶 导 数 为 零 的 点 。 
(4) 二 阶 导数 不 存在 的 点 为 z= 二 0。 
(5) 点 z= 二 0 把 定义 域 ( 一 ce ,十 co) 分 成 两 个 区 间 , 见 表 2-7-1。 


表 2-7-1 
I 0050) 0 (0, 十 co) 
Fœ = 0 + 


fœ 凸 的 拐点 四 的 
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由 表 2-7-1 可 知 ,函数 ГО) Е а] СО. Боо) БШО; 在 区 间 ( 一 号 ,0) 上 是 凸 的 ; 
曲线 y 二 zx 的 拐点 为 (0,0)。 

例 2-7-5 求 函 数 f(z) 二 xz! 一 4z 十 27 一 5 的 止 凸 区 间 及 拐点 。 

解 (1) 函数 的 定义 域 为 (一 ,十 吕 )。 

(2) /"(х)=4х*—12х*-+Е2,/”(х) =12х*—24х=12х(х—2). 

(3) $ /”(х)=0,# z, =0,z,=2, 

(4) 该 函数 没有 二 阶 导数 不 存在 的 点 。 

(5) 这 两 点 把 定义 域 ( 一 c ,十 =) 分 成 3 个 区 间 , 见 表 2-7-2。 


表 2-7-2 

工 (一 co,0) 0 (0,2) 2 (2,+°°) 
FD + 0 一 0 十 
Рб) [ш] HA 凸 的 拐点 目的 


由 表 2-7-2 可 知 , 函 数 F(Cz) 在 区 间 ( 一 2 ,0) 与 (2, 十 c=) 上 是 凹 的 ; 在 区 间 (0,2) 上 
ЖЕТ ЇЙ; 曲线 FCz) 的 拐点 为 (0, 一 5) 和 (2, 一 17)。 


2.7.3 曲线 的 渐 近 线 


定义 2-7-3 如果 点 M 沿 曲线 > 一 /(z) 离 坐标 原点 无 限 远 移 时 ,M 与 某 一 条 直线 了 
的 距离 趋 近 于 零 , 则 称 直线 工 为 曲线 y 一 /(z) 的 一 条 渐 近 线 , 并 且 ， 

(1) # lim ЈС) А R lim 700) = В, ШИА y=A R y= B ЭҢ у= f Cry I 
水 平 渐 近 线 ; 

Ж lim 7(z) 一 se 或 lim_/(z) 一 c2, 则 称 直线 == xo 为 曲线 у= ГС) А 
近 线 。 

01 2-7-6 Ж у= 


3 


a ЖЕ 


co 


ç z à 22 
解 因为 Ta Ea —3 Ba oe 


所 以 ,直线 x 二 一 3,x 二 1 是 曲线 的 两 条 铅 直 渐 近 线 。 


=L ei 
#12-77 求 曲线 y a 的 渐 近 线 。 


解 因为 lim 2—67 = 0 


所 以 ,直线 y=o 是 曲线 的 水 平 渐 近 线 。 
例 2-7-8 RMR y 一 二 上 的 渐 近 线 。 


co 


解 因为 lim 0. lim оо 


z== z—1 z~1 工 一 1 
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所 以 ,直线 у=0 是 曲线 的 水 平 渐 近 线 , 直 线 == 1 是 曲线 的 铅 直 渐 近 线 。 


2.7.4 函数 的 作 图 


利用 导数 描绘 函数 图 形 的 一 般 步骤 如 下 。 
(1) 确定 函数 /(z) 的 定义 域 ,及 函数 所 具有 的 某 些 特性 (如 奇偶 性 、 周 期 性 等 ), 并 求 
出 函数 的 一 阶 导 数 /(z) 和 二 阶 导数 C). 
(2) 求 出 一 阶 导 数 /(z) 和 二 阶 导数 /”(z) 在 函数 定义 域内 的 全 部 零点 ,并 求 出 函数 
f(z) 的 间断 点 及 了 (xz) 和 /”(z) 不 存在 的 点 ,用 这 些 点 把 函数 的 定义 域 分 成 几 个 区 间 。 
(3) 列表 讨论 函数 图 形 的 单调 性 .凹凸 性 、 极 值 和 拐点 。 
(4) 找 出 渐 近 线 , 确 定 图 形 的 变化 趋势 。 
(5) 算出 了 (zx) 和 ”(z) 的 零点 以 及 不 存在 的 点 所 对 应 的 函数 值 , 找 出 图 形 上 相应 的 
点 。 再 适当 选取 一 些 辅 助 点 ,一 般 常 选取 曲线 和 坐标 轴 的 交点 。 然 后 综合 上 述 讨论 的 结 
果 夯 出 函数 у= /(z) 的 图 形 。 
在 作 图 时 ,要 具体 情况 具体 分 析 , 不 一 定 对 上 述 各 点 都 讨论 。 
Ф] 2-7-9 作 函 数 y= 二 zx 一 zx 一 zx 十 1 的 图 形 。 
解 (1) ТАРА у= ГС) ЙЕ ХУС оо, Боо), 
Гбх) = 322 —2z—1 = (3x +1) (5—1) 
f”) = 620—2 


(2) (2) =0 的 根 为 zi 一 一 ‚®=1„ /”(х)=0 的 根 为 =. 这 些 点 将 (一 co， 


3 
ожа A: ( оо, Ы yapip ito. 
(3) 列表 分 析 ( 表 2-7-3). 


R 2-7-3 
1 1 t.i 1 1 
z ( со, з) ч ( 3'3) з (зл) 1 (1, 十 co) 
Р) + 0 _ 一 一 0 十 
f”(a) == == = 0 $ + + 
fO) 二 极 大 拐点 ` 极 小 } 
其 中 ,记号 二 表示 曲线 弧 上 升 且 是 凸 的 ,} 表 示 曲 线 弧 下 降 且 是 凸 的 ,人 表示 曲线 弧 上 


升 且 是 目的 ,表示 曲线 弧 下 降 且 是 四 的 。 
(4) 4 х= оов, у= оо; 当 z 一 一 co 时 ,y 一 一 ce。 


(5) 计算 出 z=-4, 4,1 处 的 函数 值 : 


(D-E. {+ oo 


从 而 得 到 函数 y= 二 xz 一 zx? 一 zx 十 1 图 形 上 的 3 个 点 : 
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1 32 ї % 
C +>): (2-2), (1,0) 
适当 补充 一 些 点 ,例如 ,计算 出 
yes D = 0 0) =1, 4) 2 
利用 上 面 的 结果 ,作出 函数 的 图 形 ,如 图 2-7-2 所 示 。 


习题 2-7 

1. 判断 下 列 曲线 的 四 凸 性 。 

(1) у=х*+1 (2) у=3х—х* 

[Єў] э=х+--(:>0) (4) у=хагсїапт 

2. 求 下 列 各 函数 图 形 的 凹凸 区 间 与 拐点 。 

(1) у=2х*#+3х*—12х-+14 (2) }Сиў=а45—6х°-Е9х--1 
(3) 7 一 Ze = (4) y 一 In(1 十 z2 ) 

(5) у= (+D +e (6) y= erem 


3. ја, 为 何 值 时 ,点 (1,4) 为 曲线 у=алх*-ЕЬх°* 的 拐点 ? 


36x 5 
4. ERR y l Еу VAF. 


28 导数 在 经 济 学 中 的 应 用 
本 节 介绍 导数 在 经 济 学 中 的 两 个 应 用 一 一 边际 分 析 和 弹性 分 析 。 


2.8.1 边际 与 边际 分 析 


边际 是 经 济 学 中 的 一 个 重要 概念 ,一 般 指 经 济 函 数 的 变化 率 。 利 用 导数 研究 经 济 变 
量 的 边际 变化 的 方法 , 称 作 边际 分 析 法 。 
1. 边际 成 本 
边际 成 本 的 经 济 含义 是 : 当 产 量 为 g 时 ,再 生产 一 个 单位 产品 所 增加 的 成 本 。 
设 某 产 品 产量 为 g 时 所 需 的 总 成 本 为 C= 二 Cl(g)。 由 于 
Cla + Aq) — C(q) = AC(q) == dC(q) = C'(q)Aq = C'(q) 
所 以 ,边际 成 本 就 是 总 成 本 函数 关于 产量 q 的 导数 。 


2. 边际 收入 


边际 收入 的 经 济 含义 是 : 多 销售 一 个 单位 产品 所 增加 的 销售 收入 。 
设 某 产品 的 销售 量 为 g 时 的 收入 函数 为 R= 二 RC(g), 则 收入 函数 关于 销售 量 q 的 导数 
就 是 该 产品 的 边际 收入 。 
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3. 边际 利润 


设 某 产品 的 销售 量 为 g 时 的 利润 函数 为 L 二 L(g), 当 L(g) 可 导 时 , 称 L'(gq) 为 销售 量 
为 gq 时 的 边际 利润 , 它 近 似 等 于 销售 量 为 g 时 ,再 多 销售 一 个 单位 产品 所 增加 (或 减少 ) 的 
利润 。 
由 于 利润 函数 为 收入 函数 与 总 成 本 函数 之 差 , 即 
L(g) = R(q) — Cq) 
由 导数 的 运算 法 则 可 知 
L'(q) = R'(g)—C’(g) 
即 边际 利润 为 边际 收入 与 边际 成 本 之 差 。 
例 2-8-1 一 企业 某 产品 的 日 生产 能 力 为 500 台 , 每 日 产品 的 总 成 本 C( 单 位 : 元 ) 是 
日 产量 gC 单位: 台 ) 的 函数 : 
Cq) =400+2q+5Jq q€ [0.500] 
R: (1) 当 产 量 为 400 台 时 的 总 成 本 ; 
(2) 当 产量 为 400 台 时 的 平均 成 本 ; 
(3) 当 产 量 从 400 台 增 加 到 484 台 时 总 成 本 的 平均 变化 率 ; 
(4) 当 产 量 为 400 台 时 的 边际 成 本 。 
解 (1) 当 产 量 为 400 台 时 ,总 成 本 为 
C(400) = 400 + 2 X 400 + 5 V400 = 1300( 元 ) 
(2) 当 产 量 为 400 台 时 ,平均 成 本 为 


(0646600800 „море ye 
Ый С DO 3. 25( 元 / 台 ) 


(3) 当 产 量 从 400 台 增 加 到 484 台 时 总 成 本 的 平均 变化 率 为 


AC _ C(484) — C(400) _ 1478—1300 
Аа 484 — 400 84 


(4) 当 产 量 为 400 台 时 的 边际 成 本 为 


2.119( 元 / 台 ) 


й , 5 
С' (4) = (400+ 25+ 54/9), = 2 十 一 一 
24а 
/ 5 А 
С'(400) = 2 + = 2.12505/6) 
2 V400 š 


这 个 结论 的 经 济 含义 是 : 当 产 量 为 400 台 时 ,再 多 生产 一 台所 增加 的 成 本 为 2, 125 元 。 

fJ 2-8-2 设 某 产品 的 需求 函数 为 g 二 100 一 5p(p 指 价格 )。 求 边际 收入 函数 ,以 及 
q=20,50,70 时 的 边际 收入 。 

解 ” 收 入 函数 为 R(g) 二 pg: 式 中 的 销售 价格 p 需要 从 需求 函数 中 反 解 出 来 , 即 p= 
1 


3000—40). 于 是 收入 函数 为 


lz 
Ее 


R) +100 ада = 204 
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8 
边际 收入 函数 为 
R= 20—24 


ТШД, 4 д 20,50,70 时 的 边际 收入 分 别 为 


R'(20) = 200—2 х 20 = 12 

Е'(50) = 200—2 x50 = 0 

R'(70) = 20-2 x70 一 一 8 
2.8.2 弹性 分 析 


弹性 分 析 也 是 经 济 分 析 中 常用 的 一 种 方法 ,主要 用 于 对 生产 ,供给 、 需 求 等 问题 的 研究 。 

在 经 济 活动 分 析 中 ,有 时 需要 比较 两 个 经 济 变量 的 变化 幅度 所 产生 的 变化 效果 。 例 
如 ,变量 zx 在 z= 二 100 的 基础 上 增加 1, 变量 у E y=1000 的 基础 上 增加 1, 虽 然 z 和 y 都 
是 增加 1, 但 其 经 济 意义 是 不 一 样 的 。 为 此 引进 绝对 改变 量 和 相对 改变 量 的 概念 。 


若 变 量 zx 在 某 一 点 处 取得 改变 量 да, ДК Ar 称 为 x ОРЕ 的 相对 


改变 量 。 由 此 可 知 , 导 数 往 是 y 与 x 的 绝对 改变 量 的 比值 全 的 极限 。 


在 经 济 数学 中 , 称 y 与 x 的 相对 改变 量 的 比值 他 的 极限 为 y 对 z 的 弹性 。 
定义 2-8-1 对 于 函数 y= 二 /(x) ,如 果 极 限 


存在 , 则 


2 
м-0 Ат/л м-0 Ат у у дт 2 
称 作 函数 Сс) Еа = Bb 1038 СОН ЧИЖ), 记 作 E, BI 


= Ж dy 
ЕЕ 5 dx 


从 定义 可 以 看 出 ,函数 /(z) 在 点 xz 处 的 弹性 是 函数 的 相对 改变 量 与 自 变量 相对 改变 


量 比值 全 衬 的 极限 , 它 是 函数 的 相对 变化 率 ;或 解释 成 当 自 变量 变化 1% 时 ,函数 变化 的 


百分数 。 
设 需 求 函数 QSQA) ,这 里 р 表示 产品 的 价格 。 于 是 ,可 具体 定义 该 产品 在 价格 为 
时 的 需求 弹性 为 


根据 经 济 理论 , 需求 函数 是 减 函 数 , 即 需 求 量 随 价格 的 提高 而 减少 , 故 需求 弹性 一 
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般 是 负 值 , 它 反 映 产 品 需 求 量 对 价格 变动 反应 的 强烈 程度 (灵敏 度 )。 即 需求 弹性 Ea Ж 
IR: 在 价格 为 p 时 , 若 价 格 增加 (或 减少 )1% , 则 需求 量 减少 (或 增加 ) | Ea | %。 
利用 供给 函数 S=S(p) ,同样 定义 供给 弹性 为 


= 5 „Ёл 
Bi pre aS SD 


例 2-8-3 设 某 商 品 的 需求 函数 为 
О = 3000e™" 
求 价 格 为 100 时 的 需求 弹性 ,并 解释 其 经 济 含义 。 


Ж 因为 
О =— 606 
7 =2.0 ча р А 一 0.02 户 
所 以 Es Q Q'(p) 3000629797 (— 60е ) 0.02p 
H. Ea(100) =— 0. 02 X 100 =— 2 


它 的 经 济 含义 是 : 在 价格 为 100 时 , 若 价格 增加 1%, 则 需求 量 减少 2%。 
在 市 场 经 济 中 ,企业 经 营 者 关心 的 是 商品 涨 价 (Ap 二 0) 或 降价 (Ap 过 0) 对 总 收入 的 
影响 程度 。 利 用 需求 弹性 概念 可 以 知道 涨 价 未 必 增 收 ,降价 未 必 减 收 。 


= Р. dQ 
因为 E, Q ` dp 
则 pdQ = E, • Qdp 


当 商 品 价格 р 有 微小 变化 (| Ар | 非常 小 ) 时 ,商品 销售 收入 R= p * Q 的 改变 量 为 
AR= A(pQ) ~ d( pQ) = Qdp + раб 
= Qdp + E. • Qdp 
= (1+ E.)Qdp 
即 AR ~ (1— | Ea [Qdp ~ (1— | Ea | )QAp 
可 以 得 出 以 下 结果 。 
(1) 4 | Ea |>1 时 ,商品 涨 价 (Ap 二 0) ,将 使 商品 销售 总 收入 减少 (AR 一 0); 商品 降 
MAPO) ,将 使 商品 销售 总 收入 增加 (AR 二 0) 。 
(2) 4 |E,|<1 时 , 商品 涨 价 (Ap 二 0) ,将 使 商品 销售 总 收入 增加 CAR 二 0); 商品 降 
价 (Ap 二 0) ,将 使 商品 销售 总 收入 减少 (AR 一 0) 。 
(3) M |E,|=1 时, 商品 涨 价 或 降价 对 商品 销售 总 收入 基本 没有 影响 。 
例 2-8-4 已 知 某 公司 生产 经 营 的 某 种 电器 的 需求 弹性 在 1. 5 一 3. 5 之 间 ,如 果 该 公 
司 计 划 在 下 一 年 度 内 将 价格 降低 10% ,试问 : (1) 这 种 电器 的 销售 量 将 会 增加 多 少 ? (2) 总 
收入 将 会 增加 多 少 ? 
解 ” 因 为 需求 弹性 为 


E, = P..dQ P.A 
Q dp Q р 
и Са 


X H AR=(1— |Е,|)ОАр ЖЯ R = pQ. 
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JE 


AR _ (1— |E, DQAp Ар 
дш (1 Е |), 
R 20 Г 


又 已 知 с =— 10% =—0.1 
EE, 34 | Ea | =1.5 时 ， 


29 fB. Е, (— 0.1) X (一 1.5) X 100% = 0. 15 X 100% = 15% 


ле (1 Р: (1—1. 5) X (0.1) X 100% = 0. 05 X 100% = 5% 


ЩЕ, | =3.5 8, 


‚з 2р. Е, (0.1) X (— 3.5) X 100% = 0. 35 x 100% = 35% 


== (1 РТ 3,5) x (— 0.1) X 100% = 0. 25 х 100% = 25% 


К 
即 在 下 一 年 度 内 将 价格 降低 1022), C1)iZ ZS] X fh rB #8 h ТЕ pt $ 2: 8 Jl 15% — 
35%, (2) 总 收入 将 会 增加 500—250. 


习题 2-8 


1. 设 生产 某 种 产品 zx 个 单位 时 的 成 本 函数 为 CCz) 王 0.25z2 十 6z 十 100( 万 元 ), 求 ， 
(1) "4 х=10 时 的 总 成 本 ,平均 成 本 和 边际 成 本 ; 
(2) 当 产 量 z 为 多 少时 ,平均 成 本 最 小 ? 
2. 某 厂 每 天 生产 某 种 产品 q 件 的 成 本 函数 为 C(g) 二 0. 54° 十 36q 十 9800( 元 )。 为 使 
平均 成 本 最 低 ,每 天 产量 应 为 多 少 ? 此 时 ,每 件 产品 平均 成 本 为 多 少 ? 
3. 某 商户 以 每 条 10 元 的 价格 购 进 一 批 牛仔 裤 , 设 此 牛仔 裤 的 需求 函数 为 
Q=40—p 
问 该 商户 将 售 价 p 定 为 多 少时 才能 获得 最 大 利润 ? 最 大 利润 是 多 少 ? 
4. 某 厂 生产 某 种 产品 q 件 时 的 总 成 本 函数 为 C(d) 王 0.019: 十 49 十 20( 元 ) ,单位 销售 
价格 为 2 一 14 一 0.019( 元 / 件 ) , 问 产量 为 多 少时 可 使 利润 达到 最 大 ? 最 大 利润 是 多 少 ? 
5. 设 某 商品 的 需求 函数 为 
Q= £ 


(1) 求 需求 弹性 函数 ， 
(2) R р=6 时 的 需求 弹性 ,并 解释 其 经 济 含义 。 


“2.9 曲率 


前 面 已 介绍 了 曲线 的 弯曲 方向 有 两 种 : ЇЇ ЖИД. БЕД 2 h Ре НЕШ Н ПГ ВЕ А 
一 样 , 曲 线 的 这 种 弯曲 程度 在 数学 上 用 曲率 来 表示 。 曲 率 有 实际 应 用 性 ,比如 在 设计 火车 
铁轨 遇 到 弯 道 时 ,如 果 弯 曲 很 厉害 ,离心 力 就 很 大 ,这 样 就 很 容易 造成 火车 出 轨 。 于 是 自 
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然而 然 就 产生 这 么 一 个 问题 : 该 如 何 恰当 地 设计 一 个 曲线 弯曲 程度 的 度量 标准 ? 于 是 曲 
率 的 计算 公式 也 就 应 运 而 生 了 。 在 研究 曲率 之 前 , 先 介绍 弧 微 分 的 概念 。 


2.9.1 弧 微分 


设 函 数 y= ГС) ТЕ H a ,0 内 具有 连续 导数 ,在 曲线 > 一 A(z) 上 取 固 定点 A 作为 
度量 弧 长 的 基点 ,并 规定 > 增 大 方向 作为 曲线 的 正 向 。 对 曲线 上 任 一 点 May) ,规定 有 


向 弧 段 AM 的 值 \( 下 面 简称 弧 9) 如 下 : s 的 绝对 值 等 于 这 段 弧 的 长 度 , 当 有 向 弧 段 AM 的 
方向 与 曲线 的 正 向 一 致 时 ,二 0; 相反 时 , s 二 0。 显 然 , 弧 ;与 x 存在 函数 关系 : s= 
s(Z) ,而 且 s(z) 是 xz 的 单调 增加 函数 。 下 面 来 求 s(x) 的 导数 
及 微分 。 

现在 要 求 弧 长 ;二 s(xz) 的 微分 ds。 但 由 于 给 出 的 是 曲线 
方程 y= 二/(x), 而 s 二 s(xz) 是 未 知 的 ,因此 须 寻 求 一 种 关系 ， 
使 ds 能 由 yy 二 f(z) 或 其 导数 来 表 出 。 

如 图 2-9-1 HFR В xxt Ax 为 区 间 (a.5) 内 两 个 邻近 
的 点 ,它们 在 曲线 y==A(z) 上 的 对 应 点 为 M,N。 设 对 应 于 x 
的 增 量 Ат. s 的 增 量 为 As ,那么 


As = AN — AM = MN 
因此 缴 长 关于 xz 的 变化 率 为 


出 As 
dr ° T am Ar 
在 直角 三 角形 MPN 中 ， 
| MN |? =| MP |°: +| PN |? = (Ах) + (Ay)° 
(аў [sy | MN J шы Ë 
Ar Ах | MN | (Az)? 


(Tint) ев" (iNT) `[ | (2) 
s а JA pE] 
令 доно 取 极限 ,由 于 дао N>M 2 ИЕЛЕ SK B ВЕ ЕР 
1, 即 


又 有 lim SY = у 
因此 得 
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由 于 s 二 s(xz) 是 单调 增加 函数 ,从 而 根 号 前 应 取 正 号 ,于 是 有 
ds = /1+ (у)? dz 


这 就 是 弧 微 分 公式 。 
例 2-9-1 RHR у= 2° 22-1 的 弧 微分 。 
Ж 因为 y ==3x? 十 2, 所 以 


ds = /1+ (у)? dz = /1+ (32? + 2) dr = /9х* + 122° + 5 dx 
2.9.2 曲率 及 其 计算 公式 


我 们 直觉 地 认识 到 : 直线 不 弯曲 ,半径 较 小 的 圆 弯 曲 得 比 半径 较 大 的 圆 厉害 些 , 而 其 
他 曲线 的 不 同 部 分 有 不 同 的 弯曲 程度 。 例 如 ,抛物 线 y= 在 顶点 附近 弯曲 得 比 远离 顶 
点 的 部 分 厉害 些 。 

在 工程 技术 中 ,有 时 需要 研究 曲线 的 弯曲 程度 。 如 ,船体 结构 中 的 钢 粱 ,机床 的 转轴 
等 ,它们 在 荷载 作用 下 要 产生 弯曲 变形 ,在 设计 时 对 它们 的 弯曲 必须 有 -一定 的 限制 ,这 就 
要 定量 地 研究 它们 的 守 曲 程度 。 为 此 首先 要 讨论 如 何 用 数量 来 描述 曲线 的 弯曲 程度 。 

有 了 弧 微分 的 概念 ,就 可 以 对 曲线 的 弯曲 程度 进行 研究 了 。 为 了 从 数量 上 刻画 曲线 
的 弯曲 程度 , 先 从 几何 图 形 上 直观 地 分 析 有 曲线 的 弯曲 程度 与 哪些 量 有 关 。 

设 有 两 条 光滑 的 曲线 / 与 17, 在 这 两 条 曲线 上 各 取 长 度 相等 的 弧 段 MiN; AIM: Ne o 
从 图 2-9-2(a) .图 2-9-2(b) 中 可 以 看 出 , 弧 段 MN 比较 平 直 。 当 动 点 沿 弧 段 从 Mi 移动 
到 Ni 时 ,切线 转 过 的 角度 Да, ЖЖ. ТЇЙ БЕМ. N 8 ШЇ ЕЖЕ Ж. ЛИЕ Aa, 就 比较 大 。 

但 是 , 切线 转 过 的 角度 的 大 小 还 不 能 完全 反映 曲线 的 弯曲 程度 。 例 如 ,从 图 2-9-2(c) 
中 可 以 看 出 ,两 段 曲 线 弧 M N. AIM, N, 尽 管 切线 转 过 的 角 都 是 аз ,然而 弯曲 程度 并 不 相 
同 , 短 弧 段 比 长 弧 段 弯曲 得 厉害 些 。 由 此 可 见 ,曲线 弧 的 弯曲 程度 还 与 弧 段 的 长 度 有 关 。 


2-9-2 


根据 以 上 分 析 ,我 们 引入 描述 曲线 弯曲 程度 的 曲率 概念 。 

设 曲线 C 是 光滑 的 ,在 曲线 C 上 选 定 一 点 A 作为 度量 弧 s 的 
基点 。 设 曲线 上 点 M 对 应 于 弧 ,在 点 M 处 切线 的 倾角 为 a( 这 里 
假定 曲线 C 所 在 的 平面 上 已 设立 了 хОу 坐标 系 ), 曲 线 上 另 一 点 


N 处 的 切线 的 倾角 为 «十 Aa, 那 么 , 弧 段 MN 的 长 度 为 | As| , 当 动 
点 从 M 移动 到 N 时 切线 转 过 的 角度 为 | Ae| ,如 图 2-9-3 所 示 。 
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> 
RH ПЫЛ ft BE X sk EK ЫЫ. 
程度 , 该 比值 称 为 弧 段 MN 的 平均 曲率 , 记 为 六 , 即 


= Aa 
£= 2) 
类 似 于 从 平均 速度 引进 瞬时 速度 的 方法 , 当 As—0 时 ( 即 N—M 时 ) ,上 述 平均 曲率 
的 极限 叫 作 曲线 C 在 点 M 处 的 曲率 , 记 作 К.Ш 


_ 1 [Аа 
a. x] 
在 lim 站 一 华 存 在 的 条 件 下 ,K 也 可 以 表示 为 
aroAs ds 
— |4 
K = ds 


对 于 直线 来 说 ,切线 与 直线 本 身 重合 , 当 点 沿 直线 移动 时 ,切线 的 倾角 а RE, Aa= 0, 
а=, к= | 日 | =0。 这 就 是 说 ,直线 上 任意 点 M AA 


ds 
率 等 于 零 。 这 与 我 们 直觉 认识 到 的 “直线 不 弯曲 ”一 致 。 
例 2-9-2 求 半径 为 R 的 贺 上 任 一 点 的 曲率 。 
解 由 图 2-9-4 可 见 , 圆 在 点 M 和 M' 处 的 切线 所 夹 的 角 Aa 0 


等 于 中 心 角 MOM', 即 ZMOM' 一 Aa。 因 为 ZMOM = 1°. 图 29-4 
Аз 
аш: 
ч Да A 
从 而 有 A Ip 
К | 1 
于 是 K = |i |7 R 
ТЕ . [Да Ж ' 1 
其 上 任 一 点 的 曲率 为 К = lin |x: | = Шау = р 


上 述 结论 说 明 ,加 上 任 一 点 处 的 曲率 K 都 等 于 半径 R 的 倒数 , 即 圆周 的 弯曲 程度 到 
处 一 样 , 且 半径 越 小 曲率 越 大 , 即 圆 弯曲 得 越 厉害 。 

在 一 般 情况 下 ,根据 开 一 | 至 | 来 导出 便于 实际 计算 曲率 的 公式 。 

设 曲线 在 直角 坐标 方程 是 y= f(x), R. /(zx) 具 有 二 阶 导数 (这 时 广 (z) 连 续 , 从 而 曲 
线 是 光滑 的 ) 。 因 为 切线 的 斜率 为 tana=y ,两 边 微分 得 


seczada = y dz 


‚ Т жа. 1 ” y 
所 以 se IF tana ga 1+ gre 
= 3 А 
Вр da = ПРО 


又 由 于 ds = /1+ (70? dz 
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= 
zl, Е 
я da 1+ (y) y 
所 以 K 2 = 
d| Лоо 01+ 070°] 
由 此 ,得 曲率 的 计算 公式 为 


R= ЕВЕ (2-9-1) 
a+r 
例 2-9-3 计算 等 边 双 曲线 ry=1 在 点 (1,1) 处 的 曲率 。 


解 由 y= 十 ,得 
5 | WW 2 
У — y = 
因此 y zı =— 1, y = = 2 
所 以 ,曲线 zy 二 1 在 点 (1,1) 处 的 曲率 为 


К = y _ 2 _ x2 

[1 十 (y):] 1+1] 2 

例 2-9-4 求 抛物 线 y==az’ 十 bx 十 c 上 哪 一 点 处 的 曲率 最 大 。 

解 ” 因 为 y = 2az +b, у = 2а 
所 以 k= l = lal 

1+0]? [1+ (ах + b]: 

因为 K 的 分 子 是 常数 | 2a| ,所 以 只 要 分 母 最 小 ,K 就 最 大 。 容 易 看 出 , 当 2а 6—0 
ПЕЕ EK 的 分 母 最 小 ,因而 K 有 最 大 值 | 2a| 。 而 一 一 阁 所 对 应 的 点 为 抛物 
线 的 顶点 ,因此 ,抛物 线 在 顶点 处 的 曲率 最 大 。 

在 有 些 实际 问题 中 ,| y | 同 1 比较 起 来 是 很 小 的 (有 的 工程 技术 书 上 把 这 种 关系 记 
成 |y | 入 1) ,可 以 忽略 不 计 。 这 时 ,由 

1 十 (y)2 21 


而 有 曲率 的 近似 计算 公式 


K= y т 2У 
+y] 
这 就 是 说 , 当 |> |<<1 时 ,曲率 K 近似 于 |y |。 经 过 这 样 简 化 之 后 ,对 一 些 复杂 问题 
的 计算 和 讨论 就 方便 多 了 。 


2.9.3 曲率 圆 与 曲率 半径 
设 曲 线 y 二 f(z) 在 点 M(z,y) 处 的 曲率 为 KCK 取 0)。 在 点 M 处 的 曲线 的 法 线 上 ,在 
加 的 一 侧 取 一 点 A. EJ AM 一 六 一 p。 以 A 为 圆心 ,为 半径 作 圆 ,这 个 圆 称 为 曲线 在 点 


M 处 的 曲率 圆 ; 曲率 圆 的 圆心 A 称 为 曲线 在 点 M 处 的 曲率 中 心 ; 曲率 圆 的 半径 o 称 为 
曲线 在 点 M 处 的 曲率 半径 ,如 图 2-9-5 所 示 。 
按 上 述 规定 可 知 , 曲率 圆 与 曲线 在 点 M 处 有 相同 的 切线 和 曲率 , 且 在 点 M 邻近 有 相 
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同 的 凹 向 。 因 此 ,在 实际 问题 中 ,常常 用 曲率 圆 在 点 M 邻近 
的 一 段 圆 弧 来 近似 代替 曲线 弧 ,以 使 问题 简化 。 

按 上 述 规定 ,曲线 在 点 M 处 的 曲率 K(K 隆 0) 与 曲线 在 
点 M 处 的 曲率 半径 p 有 如 下 关系 : 
p= к К= $ 
这 就 是 说 : 曲线 上 一 点 处 的 曲率 半径 与 曲线 在 该 点 处 的 曲率 
互 为 倒数 。 

例 2-9-5 ” 设 工件 内 表面 的 截 线 为 抛物 线 y=0. 41°. M 
在 要 用 砂轮 磨 削 其 内 表面 , 问 用 直径 多 大 的 砂轮 才 比 较 合适 ? 

解 为 了 在 磨 削 时 不 使 砂轮 与 工件 接触 处 附近 的 那 部 分 工件 磨 去 太 多 ,砂轮 的 半径 
不 应 大 于 抛物 线 上 各 点 处 曲率 半径 中 的 最 小 值 。 由 前 面 例题 可 知 ,抛物 线 在 顶点 处 的 曲 
率 最 大 ,也 就 是 说 ,抛物 线 在 顶点 处 的 曲率 半径 最 小 。 因 此 ,只 要 求 出 抛物 线 y= 二 0. 42° 在 
顶点 (0,0) 处 的 曲率 半径 即 可 。 


由 于 y = 0.8х, y=0.8 
因此 y|. =0, y|. = 0.8 
所 以 ,抛物 线 y= 0.422 在 顶点 (0,0) 处 的 曲率 为 

|у” 0.8 


0.8 
П +0721 1+ 00021 


因而 求 得 抛物 线 在 顶点 处 的 曲率 半径 为 


e= = 1.25 
所 以 选用 砂轮 的 半径 不 得 超过 1. 25 单位 长 , 即 直 径 不 得 超过 2. 50 单位 长 。 
对 于 用 砂轮 磨 肖 一般 工件 的 内 表面 时 ,也 有 类 似 的 结论 , 即 选 用 的 砂轮 的 半径 不 应 超 


过 该 工件 内 表面 的 截 线 上 各 点 处 曲率 半径 中 的 最 小 值 。 
“习题 2-9 


1. 求 直 线 > 一 az 十 上 上任 一 点 处 的 曲率 。 

2. 求 椭圆 4z? 十 y? 二 4 在 点 (0,2) 处 的 曲率 。 

3. 求 曲线 уе" 上 曲率 最 大 的 点 。 

4. 求 抛物 线 y=r —4r t3 在 其 顶点 处 的 曲率 及 曲率 半径 。 

5. 求 抛物 线 y= 二 az? (a 之 0) 上 各 点 处 的 曲率 ,并 求 z= 二 a 处 的 曲率 半径 。 


—- +7” 


3.1 不 定 积分 的 概念 与 性 质 


3.1.1 不 定 积分 的 定义 


已 知 某 商品 总 收入 的 变化 率 为 R(x) 二 g(x), 求 总 收入 函数 R(t)。 这 是 与 求 导数 相 
反 的 问题 。 

定义 3-1-1 设 /(z) 是 定义 在 区 间 义 上 的 已 知 函 数 , 若 存 在 函数 F(x) ,使 得 

F' (x) = f(r) 或 dF(x) = f(x)dx 

则 称 F(z) 为 f(x) 在 区 间 X 上 的 一 个 原 函 数 。 

因为 (z) 一 3z2 ,所 以 x 是 3z? 的 一 个 原 函 数 ,但 (十 1)' = (а? +2) = (а? +3) = 

,所 以 3z? 的 原 函 数 不 是 唯一 的 。 

说 明 

(1) 原 函 数 的 存在 问题 。 如 果 /(Zx) 在 某 区 间 连 续 , 那 么 它 的 原 函 数 一 定 存在 。 

(2) # /(z) 存 在 原画 数 , 则 原画 数 不 唯 一 。 

定理 3-1-1 车 (zx) 是 /(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 F(z) 十 C 是 f(x) 的 所 有 原 函 数 , 其 中 
C 为 任意 常数 

证 明 由 于 Е' (х) = f(a), X (FGz)+C)'=F'(z)= f(x), ЖЬ РЁ ЕС) +С Ф 

一 个 都 是 f o PR 38. 
另 一 方面 , 设 G(z) 是 f(z) 的 任 一 个 原 函 数 , 即 G Со) = ГС), 
[G(z) FCs) = G (z) — F' (z) = рб) y(a) = ü 

所 以 G(x) 一 F(x)==C, 或 G(r)==F(z) 十 C, 即 f(x) 的 任 一 原 函 数 均 可 写成 F(x) 十 C 的 


定义 3-1-2 ”函数 /(x) 的 全 体 原 函 数 称 为 /(z) 的 不 定 积分 , 记 作 [содае Eh, 


“| ” 称 为 积分 号 ,7(Cz) 称 为 被 积 函 数 ,z 称 为 积分 变量 ,/(z)dz 称 为 被 积 表达 式 。 
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根据 定义 3-1-2, 如 果 F(x) 是 f(z) 在 区 间 X 上 的 一 个 原 函 数 , 那么 F(z) 十 C 就 是 
f(x) 的 不 定 积分 ， 即 


[req = F(z)+ C 


而 不 定 积分 [Sde 可 以 表示 /(z) 的 任意 一 个 原 函 数 。 


例 3-1-1 求 不 定 积分 |3zzdv。 
解 因为 (zs) 一 3z? ,所 以 z 是 3z? 的 一 个 原 函 数 ,因此 ， 
foe dr = з? +C 


例 3-1-2 RRB fede. 
解 ”因为 (er) S= e }® ет 的 一 个 原 函 数 ,因此 
[еа = е +С 


例 3-1-3 求 不 定 积分 | Lac, 


й 当 z>0 时 ,(lnz)’= 圭 ,因此 


L, 
| A= 
" 


4 z<o0 时 ， [ln( 一 z)] = 二 一 二 ,因此 


Í Ldr = na) +C 
合并 上 面 两 式 得 到 
[а = mlzl+c (2920) 
例 3-1-4 设 曲线 过 (0,1) 点 且 在 其 上 任 一 点 处 的 切线 斜率 为 32° , 求 明 线 方程 。 
解 ” 设 所 求 曲 线 方程 为 y= 二 f(z), 则 由 题 意 知 ,y 王 3z? ,因此 
у= Е == +C 
又 因为 曲线 过 点 (0,1) ,所 以 1=0; 十 C, 得 C= 二 1, 因 此 所 求 方程 为 
y= +1 
一 个 原 函 数 F(z) 的 图 像 称 为 /(z) 的 一 条 积分 曲线 ,其 方程 
为 y= 二 F(x)。 不 定 积 分 [усов 在 几何 上 表示 曲线 y 二 F(z) 沿 


y 轴 上 下 平移 一 定 的 距离 而 得 到 的 一 族 积分 曲线 ,它们 的 方程 是 
y 王 F(z) 十 C。 这 一 族 积分 曲线 的 特点 是 ,它们 在 横 坐 标 相同 的 
点 处 的 切线 斜率 相等 , 即 在 这 些 点 处 的 切线 是 互相 平行 的 ,如 
图 3-1-1 所 示 。 
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3.1.2 基本 积分 表 
由 于 求 不 定 积分 是 求 导 数 的 道 运算 ,所 以 由 导数 公式 可 以 得 出 相应 的 积分 公式 。 


+ 


ТЕРЛЕ = DE =° 的 一 个 原 函 数 , 故 


aH 
а+1 

类 似 地 ,可 以 得 到 其 他 积分 公式 。 下 面 把 一 些 基本 的 积分 公式 列 成 一 个 表 , 这 个 表 通 
常 叫 作 基本 积分 表 。 


(1) |kdr =#z=+C (k HEZO 


[еа = +€ (252—1) 


х°*ї 
(2) de= tC (a 天 一 1) 
(3) dz=In z|+c 


(4) | asam" C 


(5) | #dr=e* +C 
(6) | coszdz 一 sinz 十 C 


(7) | sinrdr = —cosr +C 


‹в› | 1—4 = [есейе = їапх + С 


cosg 


(9) Í - L dr = (Кт =— со + C 
sin” > 

(10) Í secxtanrdr= secx +C 

(11) Í cscrcotzdz 一 一 cscZ 十 C 


1 = : 
a» | rL e qz==arctanz +C 


1 i 
аз f dz 一 arcsinz 十 C 
YI 


以 上 积分 基本 公式 是 积分 运算 的 基础 ,必须 熟 记 。 
由 积分 公式 (2)、(3) 还 可 以 看 出 , 笑 函 数 x° 的 不 定 积分 为 


zt 
Га _ ры al 
ln|z|+C a = 一 1 
由 此 可 见 , 寡 函数 ( 除 z 外) 的 原 函 数 都 是 寡 函 数 。 
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3.1.3 不 定 积分 的 性 质 
性 质 3-1-1 由 不 定 积分 的 定义 可 知 , 求 不 定 积分 的 运算 与 求 导 运 算是 互 道 的 , 若 对 
函数 先 求 积分 再 求 导 数 就 等 于 该 函数 自身 ; 车 对 函数 先 求 导数 再 求 积分 则 等 于 该 函数 本 
身 与 一 个 积分 常数 之 和 , 即 
[fra] = f(x) 
[лсо = f(z) +С 
由 不 定 积分 的 定义 还 可 推出 不 定 积分 运算 的 另外 两 条 重要 性 质 。 
性 质 3-1-2 ”两 个 函数 代数 和 的 积分 ,等 于 各 函数 积分 的 代数 和 , 即 
[ло + g(z)]d= [Ade [gode 
此 性 质 对 有 限 多 个 函数 的 和 也 成 立 。 它 表明 和 函数 可 逐 项 积分 。 
性 质 3-1-3 ”被 积 函 数 中 的 常数 因子 可 提 到 积分 号 外 , 即 
= k| fde Ck 为 常数 , 且 k 关 0) 
性 质 3-1-2 与 性 质 3-1-3 很 容易 证 明 , 只 要 验证 右 端 的 导数 等 于 左 端的 被 积 函 数 , 并 


且 右 端 的 确 含有 一 个 任意 常数 C 即 可 。 
利用 不 定 积分 的 性 质 和 基本 积分 表 , 就 可 以 求 一 些 简单 函数 的 不 定 积 分 。 


例 3-1-5 ЖЖ [Ge 一 sinz)dz。 


解 [ее sinx)dx afede |sinzdz 3e* + соѕ2 + С 

注 : 在 分 项 积分 后 ,不 必 每 一 个 积分 结果 都 “十 C”, 只 要 在 总 的 结果 中 加 一 个 C 就 
#7. 

例 3-1-6 жен (2+) 


s 7 
x * 


解 | 1 T rJe |rt +a 2 去 +mlzl+C 
例 3-1-7 жави [ое ја, 


й Го о( 2) Д1) 
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例 3-1-8 求 不 定 积分 | 26 一 红 十 1 


解 p= = ad = [(з= +1) 


afede бык 二 dz а? —2х-+1п|х|+С 


例 3-1-9 krem (++) a. 


k г: \ 1 2 4 1 Ë 1 
й JG к) (2+2 535 Lte +C 
2 
RR 2 з 
例 3-1-10 求 不 定 积分 FI 


A := 114, | 1 | i 
解 |e AFI dz ldx 去 id z — arctanz + C 


例 3-1-11 求 不 定 积分 |3 es dz, 


z ар, aa. (Зе)* Зе 
解 [геш [ее de = aa С т-а Те 


例 3-1-12 求 不 定 积分 | tan rdr, 


解 | imade [ех 1)dx [se az fiae taënz— z+ С 


例 3-1-13 求 不 定 积分 | cos? Zde. 


解 Е Tdr =Í Li 2 de = L fide + 1 feoszaz = 1 х + 1 sinz + C 
2 2 2 2 
* #1 3-1-14 求 不 定 积分 | 一 Sos2z， dv。 
sin?’ recos’ + 
| _cos2x i jei а Í 1 ' | 1 
kij | n н sin? recos’ x d sin? 2 i 
一 一 cotz 一 tanz 十 C 
“ 例 3-1-15 求 不 定 积分 | 1 ar 
2 sin? Z cos? = 
2 2 
解 Í 1 dx | š 2 zdr 2| csê rdr =— 2cotz + C 
2 2 (sinx) 


注 : 当 不 定 积 分 不 能 直接 应 用 基本 积分 表 和 不 定 积分 的 性 质 进 行 计 算 时 , 须 先 将 被 
积 函 数 进行 化 简 或 恒 等 变 形 再 进行 计算 。 要 检验 计算 结果 是 否 正确 ,只 须 对 结果 求 导 ,看 
其 导数 是 否 等 于 被 积 函 数 。 例 如 ,要 检查 例 3-1-5 的 结果 是 否 正确 ,只 须 计 算 
(3e* 十 cosz 十 C) = Зе" — sinz 
就 可 以 肯定 计算 结果 一 定 正确 。 


第 3 章 一 元 函数 积分 学 ”103 


习题 3-1 
1. 填空 题 。 
a) ( == (2) ( ) = —2cosz 
(3) 40 у=? (4) 2 )=e*+cos=x 
(5) d( ) 一 二 dz (6) d( )=(cosr—sinr)dx 
2. 求 下 列 不 定 积分 。 
Q) |3zsdz (2) [з Vd йт 

1 1 
(3) | 二 dz wf dx 

z 3./= 
(5) | (sinz — cosx )dx (6) farerde 
m 3:25:80, (8) |(зе +2) 

Г ра)? | ЫН 
(9) | ——— (10) | sin? -dx 

Jx 2 
an | со#х=й® аз | — ar 
зїп? соза 

zx 一 2 | 3z +2>z',_ 
a3) | Tid ap | Зе Еее, 
(15) fesczesez — соко? (16) |a 


3. Ё sinz+e* 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 求 函数 FCz) 。 

4. a [fde = 2sin ®-+С.Ж Gy, 
3.2 换 元 积分 法 

利用 基本 积分 表 与 积分 的 两 个 运算 性 质 ,我 们 已 经 会 求 一 些 函数 的 不 定 积分 。 但 在 
许多 情况 下 , 一 些 简单 函数 的 不 定 积分 也 难以 用 直接 积分 法 求 出 , 如 |eos2zaz, 
| tanzdz 。 本 节 将 进一步 介绍 其 他 积分 方法 。 

3.2.1 第 一 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 


定理 3-2-1 如 果 积 分 [КЛ 可 以 转换 为 | AgCz) Jp Ddr 的 形式 , 设 /(w) 具 有 
EAK, H F(w) ,wu 二 g(z) 可 导 , 则 有 换 元 公式 
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[ipg war = [elga [foodu Е(и) +С Е[ф(х)]+С 


被 积 表达 式 中 的 dz 可 当 作 变量 z 的 微分 来 对 待 ,从 而 微分 等 式 Сс) de= du 可 以 
应 用 到 被 积 表达 式 中 。 

例 3-2-1 求 不 定 积分 | (2z + D° az, 

E ”被 积 函 数 (2z 十 1)3 是 以 下 两 个 函数 的 复合 函数 : 

(2z 十 1)3 =u’, u= 2zr+1 

做 变换 wx 王 2z 十 1, 则 有 
[r+ de= 卫 [ezz+ 1)sd(2z 十 1) = ШЕ? = a. 
2 2 8 

8 


Cat DEEG 


#13-22 求 不 定 积分 |cos2zdz。 
解 “ 被 积 函数 cos2z 是 以 下 两 个 函数 的 复合 函数 ， 


cos27 = сози, и = 2r 


做 变换 и = 22. ДАТ 


[оа = 1 [окова 1 [совийи 2 sinu + C › sin2z + C 


例 3-2-3 求 不 定 积分 Joze" dx, 
解 ”被 积 函数 的 一 个 因子 为 


e 


剩 下 的 因子 恰好 是 中 间 变 量 =a 的 导数 ,于 是 有 
[рае dx fe 4022) fe du = е +C = е +C 


2 


=e, u=x= 


例 3-2-4 求 不 定 积分 | sin2zcoszrdzr。 
解 ”被 积 函数 中 的 一 个 因子 为 

sinz =u’, u= sinx 
余下 的 因子 cosx EPEE u= sins 的 导数 ,于 是 有 


3 r 
| sin? xcoszdz = | зїп? zd(sinz) [г du 5 + = = БС 


32-5 求 不 定 积分 | 


1 
V2 一 3z 


一 (2 一 3z)- 二 是 以 下 两 个 函数 的 复合 函数 : 


解 URRE 


V2 一 3 
(2—31)? = t, u= 2— 


做 变换 x 一 2 一 3z, 则 有 
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(2 一 3z) 主 十 C 


| = = Lfe Зх) #402 — 32) 
>= s= 

1 („аи Su +C 
例 3-2-6 求 不 定 积分 | —1— 

Zlnz 


# iz u= n>. J du 一 二 dz。 因此 ， 


fa = | 14а) | 14а = а |а |С = |е |+ C 
说 明 在 对 变量 代 换 方法 熟悉 后 ,可 略 去 中 间 的 换 元 步骤 ,直接 凑 微 分 后 积分 即 可 。 
例 3-2-7 求 不 定 积分 | sos za, 
М/с 
解 | su 2feos сас) = 2sin VE +С 
求 不 e ә? 
例 3-2-8 REER yet. 
е“ А 1 5 1 Р И 
解 Га = ) |= €e ) = arctane* + C 
j 


例 3-2-9 ” 求 不 定 积分 


1 


ш | == Lf 


类 似 可 得 


例 3-2-10 求 不 定 积分 | 


2 £ 
Жой 


1 аг, 


FOF 


由 = 
[=== = 819180 2 +C 


Е 


© ‚ох 
d arcsin 
z a a 


1 f 1 1 1 | 1 k | 1 ) 
i |t 2a = zhe 支 ( у= быыл" 

1 | 1 š | 
| z diea) grateto] 

= lal] | 
2a 

= |24 FE 

= за |z +a 


例 3-2-11 求 不 定 积分 | anzdr。 


sinz 
de 


解 Га | 


类 似 可 得 


созт 


Jeotzar = In|sinz|+ C 


| l dCeosz) = ln|cosz| 十 C 
созт 


C 
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例 3-2-9—f| 3-2-11 中 的 5 个 积分 可 以 作为 公式 使 用 。 
例 3-2-12 求 不 定 积分 | Lcos Таг. 


解 Í l os 1 е [соз 14(2) sin 1 +Ç 
工 工 e Wa = 


BI 3-2-13 求 不 定 积分 | агаг. 


解 | sin? rdr | 1— — | 1 dx > |eos2zdz 


= 三 -二 | A= Лы 
= 1 соѕ224(22) 7 于 sin2z +C 


例 3-2-14 求 不 定 积分 | sin zcoszdz。 


解 | sin4zcoszdz = | sintzd(Csinz) = + епа + C 
例 3-2-15 求 不 定 积分 | 一 一 
1 + cose 
1 = Í 1 ' | pē (z) ® 3 
解 =% == 9+ ѕес zd 2 tan 2! C 
сов? > 


B 3-2-16 求 不 定 积分 | csczdz。 


=. П. 1 | | 1 z 
й [еа | E | б: = di гү a 2 ) 
s 2 cos 


п|їап 3 [+с 
ae 
tan 
2 
Ë Є: 
sin > 2 sin? 2 u= aë 
2 一 cosz 
因为 tan © z сзст — cot 
aE sinx sinx 
2 


故 上 述 不 定 积分 又 可 写 为 


[еа = In|cscz — cotz |+ C 


例 3-2-17 求 不 定 积分 Га. 


s беа ү 


ese (+) 
2 
= ln [+ z) (+ *)|+с In| secx + tanz |+ C 
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* 例 3-2-18 求 不 定 积分 |eos2zcostrdz. 
解 [eos2zcosdzdz = = | (cos27z 十 cos6z)dz 


= | ta 
= [ 2 cos2zd(2z) + 6 cos6zd(6z)] 


二 和 
= sin2> + 15sin6z + C 


Ж. 由 以 上 例题 可 以 看 出 ,在 运用 换 元 积分 法 时 ,有 时 需要 对 被 积 函 数 做 适当 的 代数 
运算 或 三 角 运 算 , 然 后 再 凑 微 分 ,技巧 性 很 强 ,无 一 般 规律 可 循 。 因 此 ,只 有 在 练习 过 程 
中 ,随时 总 结 \ 归 纳 , 积 累 经 验 ,才能 灵活 运用 。 下 面 给 出 几 种 常见 的 凑 微 分 形式 。 

(1) [сах F b)dx 


Гу F 2) 4а + b) 


1 
a 
(2) | flax" +b)" dx = = Гуса" +0) а(ах" + b) 


«зә | һа) + = = [fanodan 


op 全 -GD 

(5) fler)erdz = [renace 

(6) re езсовав = Гусака) 
(7) Реваз аана» =—|/(eosz)dccosz) 


(8) | f(tanz)sec: xdr = | reanmdcanm) 


(9) |f(cotz) csczzdz 一 一 [5 сої) (сох) 


я ó dz ч m B 
(10) | raresinm 一 | rearesinmacaresinz 
М/1—х°* 


(11) | reareanm dz т = | rearetanmaddaretanm 
TFE 


3.2.2 第 二 换 元 积分 法 


第 一 换 元 积分 法 是 选择 新 的 积分 变量 u= olr) ,但 对 有 些 被 积 函数 则 需要 做 相反 方 
式 的 换 元 , 即 令 r=) ,把 1 作为 新 的 积分 变量 ,才能 积 出 来 。 
定理 3-2-2 设 z==g(1) 是 单调 的 ,可 导 的 函数 ,并 且 27020; XZ Fip] GO) RB. 
有 原 函 数 OO) , 则 有 换 元 公式 
[Г = [ео оа = Фи) +C = igp 1 (z)] +C 
其 中 ,一 p ar) ж r= ga) 05 RKR 
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这 种 方法 称 为 第 二 换 元 积分 法 。 

使 用 第 二 换 元 积分 法 的 关键 是 恰当 地 选择 变换 =p). HF xz 二 pg(1)。 要 求 其 单 
调 \ 可 导 , 且 其 反 函 数 1 二 pg ' (xz) 存在。 

1. 简单 根 式 代 换 


1 
d 
i 


f 为 消去 根 式 , 令 Vz 1, 0, а= 2141, FÆ 
dx ий 上 直下 一 并 1 
LB | +t 2f 1+ ч ofhi En 


2t — 2ln +1) +C = 24/2 — 2lnVx +1) 


例 3-2-19 求 不 定 积分 


93-220 求 不 定 积分 | — az, 
== 
Ж 0/21 =и, Ш х=и? +1, а= 2иди, 0] 
š 2 
[ы z= |26 TD 2udu = afo +1)du 
tw 4и +С J (21) +4 4/2 1+С 


例 3-2-21 求 不 定 积分 | к= 
у= 


й iu КЕ! 1 , 即 z 一 好 一 1 ,dr=34J4 du, 0] 
1 | 1 „32 [2 
| 二 + == Зи? аи = 3 TE du 


14“ >и 3u—3ln|u—1|+ C 


—3| (ut Ddu g 
u 


3 


-4 GF —3 TI 一 3m| Ут+т—1|+С 


例 3-2-22 求 不 定 积分 | уан 


解 ” 为 消去 根 式 , 令 YT и Ща 0, а 6и di。 代入 后 得 


os ы тг a= | кт © 


1 
= 5 [в [т-те®)= 6t — 6arctant + C 
= 6 Jx — 6arctan Vz + C 


可 以 看 出 , 若 被 积 函 数 中 含有 一 个 被 开 方式 为 一 次 式 的 根 式 YazT 二 时 , 令 Хат р = 
可 以 消去 根 式 ,从 而 求 得 积分 。 
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2. 三 角 代 换 


若 被 积 函 数 含 有 被 开 方式 为 二 次 式 的 根 式 时 ,可 使 用 三 角 代 换 消去 根 式 。 

一 般 地 , 当 被 积 函数 含有 Vaa ,做 代 换 工 一 asint; 如 果 被 积 函数 含有 Ул Ta, 
做 代 换 z 一 atanl; 如 果 被 积 函数 含有 Vaa ,做 代 换 2 =аѕесг 

例 3-2-23 求 不 定 积分 | Ма? — 2? drla > 0)„ 


解 ” 做 三 角 代 换 x ап ( ье Jw dz 二 acostdi, 于 是 
j Ма? — z: dr= acosta costdt = а? 7 


Я Р 
= a? |104, — a. ( | s) e й x 


为 了 把 变量 还 原 为 x, 根据 sin = — ft m 3-2-1 所 示 的 辅助 三 角 
形 , 于 是 有 


图 3-2-1 


cost = 


sin2/ = 2вїп/соз/ 


t = arcsin = 
a 
代入 后 得 
| Ма? = а? die 5 arcsin = + 1 ya =A FE 
1 


解 ” 为 了 去 掉 根 号 , 令 т “taw Í r< <) Є=пзейй Р 


例 3-2-24 求 不 定 积分 | dz(a > 0), 


2 
| == dz [asa [5а In | вес/ + сапа |+ С 


#21 为 了 把 sect 和 tant 换 成 x 的 函数 ,根据 тапи = Z ЕШР 3-2-2 所 示 


的 辅助 三 角形 ,于 是 有 sect 二 ~ 十 < ,代入 后 得 


图 3-2-2 a 
i! = 2 Мезе. 
dr= 1 C 
l Е a|: Ыш а © 


= ln(x + Ма Һа?) БС (С=С,—1пша) 


例 3-2-25 求 不 定 积分 | zdra > 0), 
war i 


#@@ 4 xa BF. r=asect (оя) м dr=asecttantdt, FÆ 
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JE 


| 1 dz = Í asecttant dy = [аа = In(sect + tant) + C 


Jea atant 
根据 secr = ЕЯ 3-2-3 所 示 的 办 助 三 角形 ,于 是 有 wd = 
—— aa 
tant 一 ~ 一 一 ,代入 后 得 图 3-2-3 
| l дл „(= | Ee to 
a al а 


= ln(x + Vx:—a’)+C(C= O, 一 lna) 
34 z<—a В, х= —и, А u—a, H ЕЙ Ж.Н 


| Ë= | du аби Ма а?) +C 
P a 


Б сарыбы : НЕХ | 
аса Ма) С = а 224) с 


= lní— xz — Vx’ а?) +С (С, = C— 21па) 
JEE r>a 及 x 二 一 a 内 的 结果 合 起 来 ,可 写作 


=In|z+ ат [+С 


| dx 
3.23 补充 公式 


在 本 节 的 例题 中 ,有 几 个 积分 是 以 后 经 常会 遇 到 的 。 所 以 它们 通常 也 被 当 作 公 式 使 
这 样 常用 的 积分 公式 ,除了 基本 积分 表 中 的 几 个 外 ,再 添加 下 面 几 个 (其 中 常数 a>0): 


(1) Га 一 一 ln | cosx |+ C 


a 


(2) |cotzdz = In | sinz |+ C 

(3) | seczdz = In | secz + tanz |+ C 

(4) |сзстах = In | cse=— cotz |+ C 

(5) | 1 ás = 2 aran 4: @ 
а?а? а а 

(6) | sdr= „Ыһ|®—4|+с 
аё:—а? дааа 

(7) а = arcsin £ +C 

E= a 
кв) |——®— == у FEFE 
09) [#2 |а /tc 


Га? — a: 


习题 3-2 
求 下 列 不 定 积分 。 
(1) | sin3zd 
(3) l iy 

1 = cosx 
(5) Л. 

= 
(7) 2 十 Inzdv 

РЧ 

(9) | (а — 32-2) (22 — 3)ах 


(11) |e v5 + 3e* dz 


sinCVz — 1) y, 
Ух 


(15) | sinszcoszdz 


r 


(17) |xsinz’dx 


3.3 分 部 积分 法 


换 元 积分 法 在 计算 不 定 积分 时 起 了 很 重要 的 作用 ,但 是 只 有 这 种 方法 还 是 远 远 不 够 
的 ,因为 像 |lnzdz,| теат 等 类 型 的 积分 是 不 能 利用 换 元 积分 法 计算 出 来 的 。 下 面 介绍 
另 一 种 常用 的 积分 方法 一 分 部 积分 法 。 


(26) 


(28) 
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e™ cosrdx 


ze” dz 
cosx 
sin’ x 
Ina +2) 
Fis 


т 


dx 


cosg * соѕ(ѕіпф) аф 


1 
ах 
1+ УЕ +1 


М1 = 4а? dx 


3 十 工 à 
МА = 2? 


Р 
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定理 3-3-1 KAÉ x 一 wx(z),o 一 z(z) 具 有 连续 的 导数 , 则 有 如 下 分 部 积分 公式 : 
[е = uv = [оа 


证 明 ”由 函数 乘积 的 微分 公式 ,有 
d(uo) = udv + vdu 


移 项 得 udv = d(uv) — vdu 
两 边 积 分 得 

[«& = uu = [vdu С3-3-1) 
证 毕 。 


分 部 积分 公式 的 意义 在 于 , 它 可 以 将 求 [udo 的 积分 问题 转化 为 求 |vdv 的 积分 , 当 后 


者 容易 求 出 时 ,分 部 积分 公式 就 起 到 了 化 难为 易 的 作用 。 
运用 好 分 部 积分 法 的 关键 是 恰当 地 选择 好 u 和 du, 其 选择 原则 如 下 。 
(1) 要 从 do 中 容易 求 得 v; 


(2) [ейи ж [udv 容易 积 出 。 
例 3-3-1 求 不 定 积分 [zcoszdz. 
解 设 u=zx,dv 二 coszdz, 则 du 二 dx,v 二 sinz+。 代 入 公式 (3-1-1), 得 


[zeoszaz = ЕТ xsinx xsinx + cosx + C 


例 3-3-2 求 不 定 积分 |zerdz。 
解 W u= x.do=e" dz, da = dr,o= e , FÆ 
[ed Е хе“ [еа хе — е +С 
JA F Ip I] nj PL i th , 4 8k El РАСЛЕ ЕРА Ж 13 ЗН ЖС pR 9 uÑ ЖЕ РА Ж Ej — ff PR ЖОП ЕЛА 
h. E Y U PRO u 18 R K R Wk ek — ff) РА у dz MA o 
当 熟 悉 分 部 积分 后 ,x 与 do 不 必 有 具体 写 出 。 


例 3-3-3 求 不 定 积分 [naa ia 


解 [її 1 finrae )= 5 аал 1 je . - ат 


1 жр. L |. иу ҮН ү 
77 lnz 2 хал эк lna 1 +С 


例 3-3-4 АЕ ВИР | аага. 


解 fe lnrdx finza( l a? ) = Inx Z [°4апа) 
3 3 8:37 

з з 

Р lnx lea Tins 1 а? м 


第 3 章 一 元 函数 积分 学 “113 


-要 
例 3-3-5 求 不 定 积分 [arccosrdz š 
解 arccoszdz = zarccosz 一 | acareeosm) 
一 Zarccosz + [Р Т ах 
Лл = 


arCCOS 工 | (1—22) 401 — 23) 


= хагссоѕх — /1— x° +C 
此 题 的 被 积 函 数 是 单一 函数 ,可 看 成 被 积 表 达 式 已 经 分 成 udu 的 形式 ,所 以 可 直接 
应 用 公式 。 


例 3-3-6 求 不 定 积 分 [zaretanzdz 


1 | 2 l ë s= Л | 入 L 
解 [zarctanzdz arctanrd(z°) 2 Z агеіапт — 2-а * + =< 
1, 1 j 1 
一 g š i= x” 
77 arctan 2 Í T Jax 


= Latarctane = + + +arctanz +Ç 


由 例 3-3-3、 例 3-3-4 和 例 3-3-6 nf LÆ ili , 4 ЖЕР1 РА RUE RF РА ЖГ 15 А] Ж РА Wk uk RE PKI 
Ке АЕ ИШ u Yk р ЛЕ АЛ = fi RRO u. ЕРА de 凑 微 分 。 


例 3-3-7 求 不 定 积分 [erdz。 


解 je edr = feac = zzer 一 feac 


дѓе* [те ах = z’ e [асе ) 
= r —2(ze* —e*)+ C 
例 3-3-8 求 不 定 积分 |ecosrdz. 
解 fe coszrdz = [6а sinz) = e*sinz 一 Jsinzdce ) 
= ersinz 一 Jesinzdr = e*sinz + [6а cosx) 
= e*sinz + e*cosz — [соках 
将 再 次 出 现 的 |ecoszdz 移 到 左 端 ,合并 后 除 以 2 可 得 所 求 积分 为 


[сока = Je Csinz +s) БС 


例 3-3-8 的 求解 ,用 两 次 分 部 积分 后 出 现 了 “循环 ”现象 ,这 时 所 求 积 分 可 用 解 方程 的 
方法 求 得 。 
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例 3-3-9 求 不 定 积分 | esdz。 
解 S r=ť, W dr=2td, FÆ 


[еа ?| ed 2eG—1)+C= 2е (Wr —1) +C 


7013-3-10 Жав [see zas, 
解 [КҮ = [secz + se? rdr = |secractanz) 
= зестїапт — [е тап хах 
= secztanz 一 [secztsecz — Ddr 
= secztanz 一 [sezar + Гега 


secztanz 十 ln | secx + tanz | [есй 


所 以 [КТ == + Csecztanz + In | secz 十 tanz |) + C 
“ 例 3-3-11 求 不 定 积分 | аа. 
ме" — 1 
解 = Мет esl 0) а= zq, РЁ 
хе" [аа +2) + (1402) 2t 
j- i | 1 THAY 


== 
2 
= efna toa = [ва +) — | Te] 


= 2tln(1 + °) -df -i jd 


= 2tln(1 +) — 4t + 4arctant + C 
2 Ме" — 11п(е*) —4 Ve — 1 +4arctan Ve —1 + C 
= 2r /е®—1-—4 EF — 1 -Hartan Ve —1 + Ç 


习题 3-3 

1. 求 下 列 不 定 积分 。 

ар |zsinzdr (2) [+ Dede 
(3) Га (4) farccotzaz 


lnx 
(5) [a (6) | aretanzdz 
Jx 
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-要 
(D |esinzdz (8) |(Ж+=)еа: 
(9) Га. (10) [+= az 
(11) Је (12) Jarctan Ухат 


2. 求 不 定 积分 | =7"Cz)dz。 


“3.4 有 理 函 数 及 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 


前 面 介绍 了 不 定 积分 两 类 重要 的 积分 法 一 一 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 本 节 简 要 介 
绍 有 理 函 数 的 积分 及 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 。 


3.4.1 有 理 函 数 的 积分 


有 理 函 数 是 指 由 两 个 多 项 式 的 商 所 表示 的 函数 , 即 具有 如 下 形式 的 函数 : 
Plz _ шул” tar 4 аралды 
Qm) Бо" 1-а bei ba 
其 中 ,m Mn 都 是 非 负 整数 ; ао за загса, Ж bosbi ,bs，… ,bm 都 是 实数 ,并 且 ao 天 0， 
00520, `á n<m 时 , 称 该 有 理气 数 为 真 分 式 ; Ч пт 时 , 称 该 有 理 函数 为 假 分 式 。 
假 分 式 总 可 以 转换 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 和 的 形式 。 例如: 
z +< HL _ жб” ЧЕ 1ў El жер. 1 
æ+] al Ета] 
Р(х) 


对 于 真 分 式 GCzy* 如 果 分 母 可 分 解 为 两 个 多 项 式 的 乘积 , 即 902) =Q, (2)9, (2), H 


Qi(z) 和 Q(z) 没有 公 因 式 ,那么 它 可 分 拆 成 两 个 真 分 式 之 和 ， KT у бб 
æ ©, (2) 
P, (z) 


Q. ° 上 述 步 又 称 为 把 真 分 式 转换 成 部 分 分 式 之 和 。 如 果 Qi(z) 或 Qs(z) 还 能 再 分 解 


成 两 个 没有 公 因 式 的 多 项 式 的 乘积 ,那么 就 可 将 其 分 拆 成 更 简单 的 部 分 分 式 。 

下 面 举 几 个 真 分 式 积分 的 例子 。 

求 真 分 式 的 不 定 积分 时 ,如 果 分 母 可 因 式 分 解 , 则 先 因 式 分 解 , 然 后 化 成 部 分 分 式 , 再 
积分 。 


例 3-4-1 求 不 定 积分 | = az, 


Piz) Prtwy 


52-6 
解 ”被 积 函数 分 母 可 分 解 成 (z 一 2)(z 一 3) , 故 可 设 
z=+3 A B 


Саз 2000028) ж ru 2 


其 中 ,A,B 为 待定 系数 。 将 上 式 两 端 去 分 母后 ,得 
z 十 3 一 A(z 一 2) 十 B(z 一 3) 
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ue 
即 23 = (А+ Bir (— 24—88) 
比较 上 式 两 端 同 次 震 的 系数 , 即 有 
А+В=1 
py 
А6 
从 而 解 得 | 
Bai 
因此 
РЕЧИ 248 6 5 ) | 
[^зе |a 1 p — 8 Jd2 
Ede | -a d= 
1 ” 
例 3-4-2 求 不 定 积分 | -rpt 
1 А ВЕ+С 
Е 设 eD s ЕП 
MJ 1 = AG + 1) + (Bz +yz: 
即 i = (А+ В) +Gz +Á 
А+В=0 
š fe- 
А = 
А =1 
解 得 | =—1 
© = 
因此 
1 q l в ы, Ги ant ® a 
| J +1) | La Lf de ыў 
= || Ane +D +С 
p" 2=+5 А 
例 3-4-3 求 不 定 积分 | труе š 
, 2х+5 А Ве +С 
ка (æti (2424-6) ж жї рае 
MJ 2ж--5 = Аб +4=+6) + aH О) 
即 2245 = (А+ В)а? UAB Ot 6А +С) 
А+В=0 
有 fitase 
бй G= 5 


A=1 
解 得 | =—1 


C=—1 
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V 
此 
[кты [к | 
一 lz 二 1| tt E аве 


= 4 E EN "| 
ln|z 十 1| In(z isto + Кои“ 


1 1 жй 
ln|z 1 | ln(x? + Ах + 6) + —arctan +C 
2 V2 V2 


3.4.2 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 


三 角 函 数 有 理 式 是 指 由 三 角 函 数 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 构成 的 函数 ,其 特点 
是 分 子 和 分 母 都 包含 三 角 函 数 的 和 、 差 及 乘积 运算 。 由 于 各 种 三 角 函 数 都 可 以 用 sinz 及 
cosz 的 有 理 式 表示 , 故 三 角 函 数 有 理 式 也 就 是 sinz cose 的 有 理 式 。 

用 于 三 角 函 数 有 理 式 积分 的 变换 如 下 。 


把 sinx, cosx 表示 成 tan 去 的 函数 ,然后 做 变换 u=tan Z, 


2 
2tan 2 2tan = 
sinx = 2sin 57005 2 2 2 Е 1 2и š 
se? 1 +ta Z +а 
2 2 
1 一 tan2 = 
cosx = cos? 2 — віп Z 2 L- н. 
тл {= 
= 2агсїапи 
dz = — аш 
i Tu 
变换 后 原 积分 变 成 了 有 理 函 数 的 积分 。 
例 3-4-4 каен ee 
ЯЕ ЛУНА и гап ШШ dz 一 2. zdu ,cos== =- — p 
2du 
dz | Ta 2| 1 2 215 1 и, 
2 + cosx бз Бултты aler B 
1 + ES 
2 u 2 1 = 
= —arctan — + C Z arctan( tan + C 
V3 уз V3 з? 


1 я 
3-4-5 ЕВИ | T+ sinz + cosz 2 


解 做 变换 “一 tan ZMA sinx cose 1а d 
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ы 
1 Мы 1 六 
| 1 十 іе s | EA 2u 1 — и? a үш 
l+“ 1+а? 
| du lIn|1+ul+C= 1 іа +С 
1+а 2 
e OSE 4. 
Hae 求 不 定 积分 | 1 Ает ыш 
cosx mess 1 š Fë ей 
解 | IF sinz 2 = 1% + nzdsinz + 1) = In(1 + sinz) +C 
Ж: 并 非 所 有 的 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 都 要 通过 变换 化 为 有 理 函 数 的 积分 。 
习题 3-4 
求 下 列 不 定 积分 。 
[L m= | | 1 
o| 80 о | аа +204 
sinx TE а 
(3) u шш zost" (4) [соз = sin° хал 
1 1 
(5) dx (6) | “== t° 
Jaz” atit Ti 


3.5 定 积分 的 概念 与 性 质 


3.5.1 引 例 


1. 曲 边 梯 形 的 面积 


平面 直角 坐标 系 中 ,由 连续 曲线 у F(z)(CFCz) 三 0) 与 直线 zx=a,z= 和 x 轴 所 围 
成 的 平面 图 形 , 称 为 曲 边 梯形 ,如 图 3-5-1 所 示 , 其 中 曲线 弧 称 为 曲 边 。 

我 们 知道 ,矩形 的 高 是 不 变 的 , 它 的 面积 可 按 公式 

矩形 面积 = 高 X 底 

来 定义 和 计算 ; 而 曲 边 梯形 在 底 边 上 各 点 处 的 高 fF(z) 在 区 间 [арр 上 是 变动 的 , 故 它 的 
面积 不 能 直接 按 上 述 公式 来 定义 和 计算 。 然 而 ,由 于 曲 边 梯形 的 高 (x) 在 区 间 [a,6] 上 
是 连续 变化 的 ,在 很 小 的 一 段 区 间 上 它 的 变化 很 小 ,近似 于 不 变 , 因此, 如果 将 区 间 
[a.5] 划 分 为 许多 小 区 间 , 在 每 个 小 区 间 上 用 其 中 某 一 点 处 的 高 来 近似 代替 同一 个 小 区 
间 上 的 窒 曲 边 梯形 的 变 高 ,那么 ,每 个 窗 曲 边 梯形 就 可 近似 地 看 成 这 样 得 到 的 窄 矩 形 。 以 
所 有 这 些 罕 和 矩形 面积 之 和 作为 曲 边 梯 形 面积 的 近似 值 , 并 把 区 间 [a,5] 无 限 细 分 下 去 , 即 
使 每 个 小 区 间 的 长 度 都 近似 趋 于 零 , 这 时 所 有 罕 矩 形 面积 之 和 的 极限 就 可 定义 为 曲 边 梯 
形 的 面积 。 这 个 定义 同时 给 出 了 计算 曲 边 梯形 面积 的 方法 , 现 详 述 如 下 。 

D 分 割 。 用 分 点 a=x ау Са 66 у i <x,<---<x,=b 将 区 间 [a,65] 分 成 n 
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个 小 区 间 : 

[zo а] ДЕД srz] ? [zi sees Esi sai] 
其 中 ,第 ;个 小 区 间 的 长 度 为 Axi 二 zi 一 zx-1 (i 二 1,2,3,…,n)。 过 每 一 个 分 点 xi(i 二 1， 
2,…,n 一 1) 作 工 轴 的 垂 线 ,将 曲 边 梯形 分 成 个 小 曲 边 梯形 ,如 图 3-5-2 所 示 , 其 面积 记 


为 AsiGi 一 1,2,…,o) , 则 整个 曲 边 梯形 的 面积 为 > д6. 
(2) 代替。 在 每 个 小 区 间 [z а», ЕА & ба LE La), ДИЙ Ar 为 底 ， 
FEJES EAEE ОЁ 3-5-2) BU DUE i 09 ЛЫЙ BEJE M #1, Bl 
AS, ~ f(&)Axr, G= 1,2, n) 


ОГ xo хр xag X, xF 


图 3-5-1 图 3-5-2 


(3) 求 和 。 将 个 小 矩形 的 面积 加 起 来 ,就 得 到 所 求 曲 边 梯 形 面积 的 近似 值 为 S = 


Yas ~ У) f(6)Ax;, 


i=l i=l 


(4) 取 极 限 。 当 区 间 [a b] BRI r BDA п ЖЕ К, GADE Ar G=1,2, 
Зол) ДОА. Н à= max {Ат, 8 FENS, 的 极限 就 是 曲 边 梯形 面积 的 精确 值 , 即 


= У) ды 
2. 变速 直线 运动 的 路 程 


设 物体 作 变速 直线 运动 ,已 知 速度 u= u Со) ДЕШ] ЇН] е ЕСТ, Т; 1) РЁ Ж.К YE i Bent 
间 间 隔 内 物体 所 走 的 路 程 S. 

(1) 分 割 。 将 时 间 上 KELT ,T] 用 分 点 Ti =L <i <, LeKi С I< 
ta =T: DA п ANEH Ct sti] iE „=н —һ-\(@=1,2,+›п) 

(2) 近似 。 在 每 个 小 区 间 [4-1 ,6 上 ,以 任 一 时 刻 = 处 的 速度 u(ti) 去 近似 地 代替 这 
段 时 间 内 各 时 刻 的 速度 , 则 在 时 间 间 隔 [4-1 ,i] 内 物体 所 走路 程 AS, nf A H] u (т) Az, Е 
为 它 的 近似 值 : 

AS; az и(т) А, (і = 1,2,--,n) 

(3) 求 和 。 把 上 面 这 些 近 似 值 加 起 来 ,就 得 到 整个 时 间 间 隔 [T ,Ts:] 内 所 走路 程 S 

的 近似 值 : 


S = ias, == Sua 
i=1 i=1 
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Са) 取 极 限 。 一 般 地 , 当 区 间 LT ,T, ] 分 得 越 细 时 ,上 面 的 近似 程度 就 越 精确 。 记 4 二 


max{An эз, At, ) ,如 果 把 区 间 [a,6] 无 限 细 分 , 即 当 4 一 0 时 ,和 式 u(r)Ass 的 极 
限 就 是 路 程 的 精确 值 , Ul 


S = lim) u(t;) At; 
А0 1—1 


3.5.2 定 积分 的 概念 


从 前 述 两 个 引 例 可 看 出 ,所 要 计算 的 量 , 即 曲 边 梯 形 的 面积 与 变速 直线 运动 的 路 程 的 
实际 意义 虽然 不 同 ,前 者 是 几何 量 , 后 者 是 物理 量 , 但 是 它们 都 决定 于 一 个 函数 及 其 自 变 
量 的 变化 区 间 ,例如 

(1) 曲 边 梯 形 的 高 /(z) 及 其 底 边 上 的 点 z 的 变化 区 间 [a,5]; 

(2) 直线 运动 的 速度 w==u(z) 及 时 间 1 的 变化 区 间 [T),T,]。 

其 实 计算 这 些 量 的 方法 与 步骤 都 是 相同 的 。 抓 住 这些 量 在 数量 关系 上 的 共同 的 本 质 
与 特性 加 以 概括 ,可 得 下 述 定 积分 的 定义 。 

定义 3-5-1 设 函 数 f(zx) 在 区 间 [a,6j] 上 有 界 , 用 点 a= x <a Сао С < zx, <+. < 
л, =6 PRNL ,到 分 为 二 个 水 区 间 ， Сао zi J, [2i z+], s Carioti] Гааз, J], 
各 个 小 区 间 的 长 度 为 Azx;==z; 一 zi-1(i 二 1,2,3,…,n)。 在 每 个 小 区 间 [x;-1,zx;] 上 任 取 


一 点 和 (zi-1 考 和 过 zi) MERR ГС) Аа, (11.2, оп) ,并 作 和 式 S, = YG) az, CL 8k 
HEAD Mno t, Ani 中 最 大 者 1 一 max (Az, ЕНИ P.S, 的 极限 存在 , 且 极 限 值 
与 区 间 [a, 妇 的 划分 方法 及 点 的 取 法 无 关 , 则 称 函数 /(z) ТЕБЕН] Гар] E TER, ЖОЖ 
限 值 为 丽 数 /(z) 在 区 间 [a,6] 上 的 定 积分 , 记 作 | S de , 即 


Госа = lim $) /Az, 
其 中 ,/(z) 称 为 被 积 函 数 ,[a,5] 称 为 积分 区 间 ; a 称 为 积分 下 限 b 称 为 积分 上 限 x 称 为 
积分 变量 ,/(x)dz 称 为 被 积 表达 式 。 
有 了 定 积分 的 概念 ,上 面 所 讨论 的 实例 可 以 用 定 积分 来 表示 了 。 
СТ) 曲 边 梯形 的 面积 S 是 它 的 曲 边 方程 у= foc) (f(zx) 宇 0) 在 区 间 [a,6] 上 的 定 积分 , 即 
S 一 Госа 
(2) 物体 运动 所 经 过 的 路 程 S EE E РА u = ис) ЕСТ, ,Ts] 上 的 定 积分 , 即 
s= [uwa 
a) 定 积分 | f(x)dz 是 一 个 确定 的 常数 。 它 只 与 被 积 函 数 /(Xx) 和 积分 区 间 
[a,6j 有 关 , 而 与 积分 变量 字母 的 选取 无 关 , 即 
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[сове = [roya = КО? 
(2) 定 积分 的 定义 中 ,下 限 a ЖТТ ЬЬ 的 ,为 了 今后 使 用 方便 ,我 们 规定 ， 
Ф 当 a>b 时 ， [de= | dr 
© 当 a=b 时 ， [rear=0. 
(3) 可 以 证 明 : 如 果 /(z) 在 区 间 [4a,5] 上 可 积 , 则 f) EE ALa b] EAR, рй 


J(z) 有 界 是 其 可 积 的 必要 条 件 。 通 常 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 总 是 可 积 的 , 若 F(z) 在 区 
间 [a,5] 上 有 界 , 且 只 有 有 限 个 间断 点 , 则 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 。 


3.5.3 定 积分 的 几何 意义 
如 果 rE [a,6b] 时 ,y 二 f(x) 连续, 则 定 积分 的 几何 意义 分 以 下 3 种 情况 : 
(1) f(z)2>0, frode 表示 曲 边 梯形 的 面积 ; 
(2) гоо, усо 表示 曲 边 梯形 的 面积 的 负 值 ; 
(3) 如 果 f(z) 在 [a,6] 上 有 正 有 负 时 ,如 图 3-5-3 所 示 ,那么 积分 值 就 等 于 曲线 у= 
fay fE x 轴 上 方 部 分 与 下 方 部 分 面积 的 代数 和 , 即 
[сове = 5—5 +5 


例 3-5-1 利用 定义 计算 定 积分 | xdz。 
解 ”如 图 3-5-4 所 示 , 把 区 间 [0,1] 分 成 等 份 ,分 点 和 小 区 间 长 度 为 


i LG 1,8990 


图 3-5-3 
取 &==zxi(i 二 1,2,…,n), 于 是 ,得 和 式 
Ууда Уел, > ( í J ga 

i=1 i=1 i 


30+ 00+ 
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因为 а= 1,4 А0 В, поо, 


ОТ ПИРОНИ. 1 13 з 
[заа = lim D) /A = lim La+4)(2+4)= 1 


3.5.4 定 积分 的 性 质 

定 积分 具有 下 述 性 质 ,其 中 所 涉及 的 函数 在 积分 区 间 上 都 是 可 积 的 。 

性 质 3-5-1 ”两 个 函数 代数 和 的 定 积分 等 于 它们 的 定 积分 的 代数 和 , 即 
[reo + g(z)]Jdzr = [усас асое 


这 一 结论 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 函数 代数 和 的 情况 。 
性 质 3-5-2 ”被 积 函数 中 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 前 面 , 即 


[erode = 6 /nde 
性 质 3-5-3 ”对 于 任意 点 c, 有 
[сов = [sodet [уо 
这 一 性 质 称 为 定 积分 的 区 间 可 加 性 。 应 注意 ,ce 的 任意 性 意味 着 ,不 论 c€ jab] ,还 


Ж сё [a,b] ,这 一 性 质 均 成 立 。 
性 质 3-5-4 ”如 果 被 积 函 数 /(z) 三 1, 则 
| 
性 质 3-5-5 ”如 果 在 区 间 [a,65] 上 , 恒 有 /(z) 宇 0, 则 
КОТ >0 (a<b) 
推论 3-5-1 ШЖ {ЕК [Н] [a,b] E Bi ГС) ga), J 
[усә < КЕ (a < b) 
推论 3-5-2 repa < | |56) |42 (a <b) 
证 明 因为 
|у) |< f < | 7С) | 
由 推论 3-5-1 及 性 质 3-5-2 可 得 
一 [ | fx) | d> < [rear < [ |£) | dz 
即 соаг Í ZG [àz 


证 毕 。 
ШЖ 3-5-6 it M 及 m 分 别 是 函数 f(z) 在 区 间 [a.5] 上 的 最 大 值 及 最 小 值 , 则 
m(b—a) < Ѓусоае< моа) 


第 3 章 “一 元 函数 积分 学 123 


- 


性 质 3-5-7( 积 分 中 值 定理 ) ”如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 在 区 间 [a,5] 内 
至 少 存在 一 点 ,使 得 
Госа = f( (0-а) (а << 0) 
其 几何 意义 为 : 由 曲线 у=) KHR z=a,z=b lz Н 
所 围 曲 边 梯形 的 面积 等 于 以 区 间 [a,6] 为 底 , 以 [a,6] 内 某 
点 处 的 函数 值 /8) 为 高 的 矩形 的 面积 ,如 图 3-5-5 所 示 。 


一 般 地 ,有 积分 中 值 定 理 得 到 的 数值 
— ü [pa asi. 
у = [лсо 
称 为 函数 /(z) 在 区 间 [a,5] 上 的 平均 值 。 
习题 3-5 
1. 利用 定 积分 的 几何 意义 计算 下 列 积分 。 
(1) К (2) “RC de 
(3) К a) | sinzdz 


2 从 几何 意义 上 来 理解 定 积分 | /Cx)dz = о, 
З. 利用 定 积分 的 性 质 ,说 明 下 列 各 对 积分 哪 一 个 值 较 大 。 
(1) "as, аг (2) ЕЕ 


Р 


1 1 
(3 edz,| (1+ ale 
° ° 


КО) (Inz)° dx (4 
3.6 微 积分 基本 公式 


3.6.1 变 上 限 的 定 积 


设 函 数 /(z) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 若 仅 考虑 定 积分 | Sode 则 它 是 一 个 定数 。 若 


固定 下 限 ,让 上 限 在 区 间 [a,5] 上 变动 , 即 取 xz 为 区 间 [a,5] 上 的 任意 一 点 ,由 于 f(x) 在 [a,6] 
上 连续 ,因而 在 [a,zjJ 上 也 连续 ,所 以 f(x) 在 [a,z] 上 也 可 积 ， 


定 积分 | /CD di 的 值 依 顿 上 限 ,如 图 3-6-1 所 示 , 因 此 定 积 
y| raya (a < z< b) 是 上 限 z 的 一 个 函数 , 称 它 为 变 上 限 


的 定 积分 , 记 作 
G(z) = [oa 2 Є 2561 
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变 上 限 的 定 积分 @(z) 具 有 下 面 重要 的 性 质 。 
定理 3-6-1 ”如果 函数 F(z) 在 区 间 [a,o] 上 连续 , 则 积分 上 限 函 数 


D) = [raya (a< <) 
fE[a.b] Ее, Н. B(xz) 的 导数 等 于 被 积 函 数 在 积分 上 限 > 处 的 值 , 即 
d= КОЛ = f(x) (а<хтх<Ь) 


即 B(x) = [roya 就 是 /(z) 在 [a,5b]J 上 的 一 个 原 函 数 。 
"ЕЮ 设 给 zz 以 增 量 Az, 则 函数 B(xz) 的 相应 增 量 为 
ABC) = B(x + Az) — B(x) = [oa 一 [ou 
= Гоо + [оа 一 [roou Е [тоа 
由 定 积分 的 中 值 定理 有 
AG(z) = [ou = f(Az 
HP, EH x fz + Ax 之 间 , 用 Ах 除 上 式 两 端 得 
Alr) _ , 
m GO 
由 于 假设 y= 二 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,而 Д0, Вр 2, В ГС) 7С) о 
令 Az 一 0, 对 上 式 两 端 取 极限 即 可 得 到 D (т) = f(x), 
由 定理 3-6-1 可 知 ,积分 上 限 的 函数 ФО) = | raya 是 连续 函数 /(z) HELa b] E 
的 一 个 原 函 数 ( 且 仍 是 连续 函数 ), Bj 
GB' (x) = Гоа усо) 


例 3-6-1 R Ф(х)= [sinea {Ех = 0,z = а 处 的 导数 。 


解 因为 (x) = a [sinear = sinz? 
dz Jo 


故 
Ф' (0) = sin0 = 0 


а 32. 
A sin 1 2 
аг, 
81 3-6-2 ж еа]. 
解 由 于 | edt 是 x? 的 函数 .因而 是 x 的 复合 函数 , 令 =z , 则 有 
o= fea, и = x° 
根据 复合 函数 的 求 导 公式 ,有 
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3 
а (| еа) = (и) = D (u). Ян = e” + 322 = gae 


1 


0 
| sind; 
例 3-6-3 K lim == 
2—0 


т? 


解 这 是 一 个 上 型 未 定式 ,利用 治 必 达 法 则 ,有 


E [чага || 


° 
| sin dt 
2х 


lim 


z x 2-0 (у 
lim — Sin (2z)° + Qr)’ fin 2sin4z? 
2-0 Зл? 2-0 Зх? 


= фы sin4z” _ 
3 z=0 4л" 


3.6.2 微 积分 基本 定理 


S, 
3 


定理 3-6-2 设 函 数 SOEKE [a b] EE, H F(z) 是 /(zx) 的 一 个 原 函 数 , 则 


b 
КОТ = F(b) — F(a) 


上 述 公 式 称 为 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ,也 称 为 微 积分 基本 公式 。 
证 明 由 定理 3-6-1 Я. Фа) = [roya 是 fa) 的 一 个 原 函 数 ,又 知 F(z) 也 是 
f(z) 的 一 个 原 函数 ,因为 两 个 原 函 数 之 间 仅 相差 一 个 常数 ,所 以 


Proa = Еа) +С (а<х<% 


在 上 式 中 , 令 z=a 可 得 C= 一 F(a), 代 入 上 式 得 
Proa = F(x) — F(a) 
再 令 ==65, 并 把 积分 变量 1 换 成 x, 便 得 到 
КЕТ = Ж@—Б(баў 
证 毕 。 


定理 3-6-2 称 为 微 积分 基本 定理 , 它 揭示 了 定 积分 与 不 定 积分 的 内 在 联系 ,从 而 把 定 


积分 的 计算 问题 转化 为 不 定 积 分 的 计算 问题 。 


通常 把 F(O) 一 FCa) 记 作 LF(Cz)]: ,于 是 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 可 写成 


[лсо = [Feo 
例 3-6-4， 求 定 积分 | 0. 
1 


1+2? 


# НТ агсгапх 是 的 一 个 原 函 数 , 所 以 


t dr _ с @ о. 
Г iFa = [arctanz]4, = ( 
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例 3-6-5 求 定 积分 Ге 一 2)dz。 


1 1 1 z 1 
解 | Са Dd | wl | 2d> [ ] [221]. 
° o 3 lo 


0 


#13-66 求 定 积分 | /Т-Есоз®тат. 
解 [а y1 + cos2z dz = j V2cosirdzr = /2 Г | cosa | ах 
= (2 |" coszdz 十 V2 FE (— cosz)dz 


= (2 [sinz J 一 V2 [sinz]s = 24/2 
Ух 0<хт<1 
e 1<+<3° 


3 
ЕП 
2х? П 


BI 3-6-7 求 定 积分 | fodde, 其 中 /(z) 4 


解 Гоа а Ге = | 等 ] + en = 2 


° 


注 : 当 被 积 函 数 为 分 段子 数 或 含 绝对 值 符号 时 ,应 利用 定 积分 的 可 加 性 把 积分 区 间 
分 为 若干 个 子 区 间 ,或 者 在 不 同 的 区 间 上 被 积 函 数 的 表达 式 不 相同 时 ,把 它 拆 分 成 几 个 定 


积分 之 和 ,使 每 个 定 积分 都 满足 使 用 牛顿 一 菜 布 尼 蒋 公式 计算 的 条 件 。 


习题 3-6 
1. 计算 下 列 定 积分 。 
`2 3 
a) 人 dz о | (жағ 
1 0 
(1 4 
(3) | z%4z Ухах 
0 1 
m 1 
(5) | edx (6) | 100: dx 
à š 
НЧ. 1 
(7) sinzdx (8) Í xe dx 
i е 
(9) |” sin(2z + dz (10) 上 ees( 冯 + 到 jd 
i а Ет 
(11) | dz (12) Г V1—simzdz 
L p 0 
2 A я 
a» f Б, са) f tan ду, 
L = о cos z 
2. 求 下 列 极限 。 
fè г 2 
| cos dz | er dt 
(D lima 2° (2) lim 


一 0 Z 一 0 |7 2 
' СИЕ 
° 
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3. 车 /(z) 连 续 , 求 F(x)。 
2 b 

(1) Fæ) = | ШОП (2) F(x) = | ОТП 
° x 


3.7” 定 积分 的 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


由 微 积 分 基本 公式 知道 , 求 定 积分 КЕТ 的 问题 可 以 转化 为 求 被 积 函 数 f(x) 的 


原 函 数 在 区 间 [a,5] 上 的 增 量 的 问题 ,从 而 求 不 定 积分 时 应 用 的 换 元 法 与 分 部 积分 法 在 求 
定 积分 时 仍 适 用 。 本 节 将 具体 讨论 这 些 方法 ,请 注意 与 不 定 积分 的 差异 。 


3.7.1 定 积分 的 换 元 积分 法 


定理 3-7-1 设 函 数 SERE Cab] ЕЕ, WMR RK =p W E FIRE: 
(1) 4 t=a Њ,2=ф(а) =а, `4 t=8 h}, x =gh) =b; 
(2) "4 Ela p] ERIEN e= WEEL b] ЕЛЕЕ; 
(3) Ф (4) 在 [a,8] 上 连续 ， 
则 有 换 元 积分 公式 


[усак = [tele oa 
证 明 ”由 假设 知 ,f(zx) 在 区 间 [a,5] 上 是 连续 的 ,因而 Сас) E K E Ca, b] F Ab nf t 
的 ; FLED] (0) 在 区 间 [a,B] (或 [8,aj]) 上 也 是 连续 的 ,因而 是 可 积 的 。 设 /(z) 的 一 个 
原 函 数 为 F(z) ,由 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ,有 
Госа = [Е(х)] = Е) — Еа) 
男 一 方面 ,因为 ГС) Тф OEKE Га В) E. nf 81, HERAA Fio] ,这 是 因为 
(Е[Ф00)]) = Е [pW gp G) = fp] 0) 


因此 ,有 
[лез g Dd= [Е[ф00) 1] 
= F[e(8) ]|— F[e(a)] 
= F(b) — F(a) 
于 是 ,有 
b в 
Ке? = | ШЕОЛ ХОП 
证 毕 。 
注 : 


(1) 这 个 公式 与 不 定 积分 的 换 元 积分 公式 很 类 似 ,从 左 到 右 使 用 这 个 公式 时 ,相当 于 不 
定 积分 的 第 二 类 换 元 法 ; 从 右 到 左 使 用 这 个 公式 时 ,相当 于 不 定 积分 的 第 一 类 换 元 法 。 
(2) 使 用 定 积分 换 元 积分 公式 时 须 注意 换 元 必 换 限 。 
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例 3-7-1 жав | sin’ хсоѕхах 。 


解 S sinr=:, Ñ 20 if, 1=0; "4 += BF, 1 二 1, 则 


2 

+ PE | = i: =. ri 

f sin zcoszdz = | dt = [a [ = 

1 
例 3-7-2 求 定 积分 | — a, 

3 Баш 

„жй 

解 Фу5—1с=.Ш tE ded, "í к= —1{, /一 3; 当 z 一 1 时 ，/ 


1, 则 


25 .[ 5) 
dt 
| -as бс Сш 2 


Е g ы Fa 5], 1 
例 3-7-3 求 定 积分 | — dr, 

ы L х Мп: +1 š 
Ж 11а а= аа, 4 х=1{,!=0; 当 z= 时 ,1 二 2, 则 


е2 2 2 
| U k | l ar | l rN 
1 ж /Inz+1 о VE 十 1 о wz 十 1 
2 [G +1)+]2 = 2G/3 —1) 
2 
例 3-7-4 求 定 积分 | VIS da. 
Š 


解 令 z=2sin4, 则 dzr=2cosidt。 当 z=0 时 , 1=0; 当 z=2 时 , = MJ 
`2 z ж 
| М/4—х*4х= fË cose * 2costdt = 4 [сома 
0 0 0 
=: [ѓа + cos2t)dt = [2t + sin2,]? = 


例 3-7-5 求 定 积分 | ze аг. 
# 令 1= 一 zx?, 则 d= 一 27dr。 当 z=0 时 ,t= 二 0; "í z=1 Bf, 1.0] 


е ак г [а Е u 1) 
fize dx 2 ‚°ч z 1615 zl! 


例 3-7-6 求 定 积分 | y sinz — ѕіп? x dx, 


解 Г sinx — sinz dr = f sinz (1 — sin? x) dx 
° ° 


-f Vsinz | соѕх | dx 


l 
== 
na ° 


Vsinzd(Csinz) 一 |. Vsinzd(Csinz) 


т 


第 3 章 一 元 函数 积分 学 


129 


ә 


= [3 ш? ]? [ 2 спо? |. == 1 
例 3-7-7 证 明 ; 设 OEKE aa] ЕЗ2 a>) , 则 
(1) 当 /(z) 为 偶 函 数 时 ， |Ё God = 2 | fde; 
(2) 当 /(z) 为 奇 函 数 时 ， I #(аўайж= б. 
证 明 因为 | fode | сдана | fode WT SAO 4080932 += 
tW] dz dt, Ҹа а 时 ,t= 二 a; `4 z=0 时 , :一 0, 则 

[ pq | ==: Ге оё Ге оё Iz: Sd 
于 是 , 当 f(z) 为 偶 函 数 时 ， 

[лаа [if odet [уса 


i: SODH Sde = [° 2f de = 2 | fede 
当 f(z) 为 奇 函 数 , 则 /(—т)-_ f(z)=0, JA WR 
[лса = [uco +f) ]dz = 0 
本 例 的 结果 可 以 作为 定理 使 用 ,在 计算 对 称 区 间 上 的 定 积 分 时 ,如 果 能 判定 被 积 函数 
的 奇偶 性 ,利用 这 一 结果 可 使 计算 简化 。 
例 3-7-8 求 定 积分 | ee de. 
解 ” 因 为 被 积 函数 re” 是 奇 函数 ,所 以 
i ze” dr = 0 
- z 


3.7.2 定 积 分 的 分 部 积分 法 


定理 3-7-2 u=ulx) tj оох) EKE La b] AER FRR u Car) o Са) 
(ио) = ио + uwv’ 


在 上 式 两 端 取 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 ,有 
КО = Гаага | uv’dr 


即 [uo]; = Гоа + Гаа 


移 项 得 Гаа = [ао] = | vau 
上 述 公式 称 为 定 积分 的 分 部 积分 公式 。 
例 3-7-9 RERI | nede, 
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3 3 š 3 x 
解 f lnzdz = [zlnz]; Гаа lnx) = [т1пх] | аг 


3123 — 0 — [xj = 3123 — 2 
例 3-7-10 求 定 积分 | zerde, 


1 1 1 
解 | ed = |] tdle) = [22е] | erd(z’) 
° ° ° 


1 1 
= e—0—2f e “zdr =e—2| асе) 
0 0 


1 
e [22 • е] H2 f'ede e 2e+2 [e]; 
o 
一 一 e 十 2e 一 2 一 e 一 2 


例 3-7-11 求 定 积分 Pp ercoszrdr。 


解 ercoszrdz = r: соѕха(е*) 
0 0 


= ena созт] 一 | еассова) =— 1 十 | esinzdz 

0 0 
一 一 1 十 Ѓ sinzd(er) 一 一 1 十 [er + sinz] 一 | edsinz) 
0 0 


学 


一 一 1 十 ez -| e coszrdx 
0 


移 项 得 2 | e coszdr = ef —1 
° 
所 以 | ecosrdz = Leet = 
° 


例 3-7-12 求 定 积分 | esdr。 
解 &=/х.Шат=2@„ "4 z=0 В. :一 0; 4 ==1 时, :一 1, 则 
[a = 2 | wd = 2 [ace 


1 
2001-2 [е = 2e—2 [el = 2 
; 


习题 3-7 


计算 下 列 定 积分 。 
х 3 ч 
GD | zsinzdz о | = dx 
м = 
+ zdr P 1 m 
of 1 + cos2= w f — Лг“ > 
"i ЖОК с=с е 
(5) Г а (6) [= eds 
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үз 4 
(7) | агсїаптат (8) | nz 
° М 
ы ; 1 2 + eos 
of asinzdz ао f ET TOST Ar 
-4 a /I= 


3.8 反常 积 


前 面 讨论 的 定 积分 有 两 个 限制 : 积分 区 间 有 限 与 被 积 函数 有 界 。 这 类 定 积分 称 为 常 
义 积 分 。 实 际 问题 需要 突破 这 两 种 限制 , 即 积分 区 间 是 无 穷 区 间或 被 积 函数 无 界 , 这 一 类 
积分 称 为 反常 积分 或 广义 积分 。 


3.8.1 无 穷 限 的 反常 积 


定义 3-8-1 RP SC) 在 无 限 区 间 [a, + oo) E ESE I b> a, 如 果 极 限 
lim | /Cz)dz 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 7(z) 在 无 穷 区 间 [a, 十 co) 上 的 无 穷 积分 , 记 作 
| соаг, 
[7 Sæde = lim Госа 
这 时 也 称 无 穷 积分 | Sde век, 如 果 上 述 极限 不 存在 ,就 称 无 穷 积分 | ropas 
аш. 
类 似 地 ,可 以 定义 函数 F(z) 在 (一 ,0] 和 (一 co, 十 cc) 上 的 无 穷 积 分 ， 


j f(z)dz = lim Госа (a <b) 
[> Fade = lim [cnart lim f усаг 
无 穷 积分 | fde KAS lim Госа 与 lim [уса 都 存在 。 
上 述 积 分 统称 为 无 穷 限 的 反常 积分 。 
车 F(z) 是 /(z) 的 一 个 原 函 数 , 记 F= lim FG) .F(—eo)= lim Fee) M 
穷 限 的 反常 积分 可 以 表示 为 (如 果 极 限 存在 ) : 


+= 
| fdr = F(x) | = F) — Fa) 


я 
| fe)dz = FG) | = FG) — ЕС оо) 


+= 
| fdr = Fl) | = ЕСЕ eo) — ЕС so) 


- 方 = 
例 3-8-1 求 无 穷 积分 Ë Irrt. 
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解 i —l dr = [arctanx ] 
-= 1 + x° š 
= lim arctanz 一 lim arctanz 
工 一 十 co 工 一 一 co 
ss ЖЕ (= 至)= 
2 2J" 
š == ° {4 
例 3-82 讨论 无 积分 | ”上 dr а, 
e 
о 
1 


ж maf = = Гар =+, 所 以 ,此 无 穷 积分 发 散 。 
= 


ы 
заз 求 无 穷 积分 | ааа > 0)。 
0 
+o 1°” 
解 | =de =—1 f e™d(— ах) 
0 a о 
ПОНИ ОЕ: 
а 医 Ш ia a 


+e 


例 3-8-4 讨论 无 穷 积分 |” 十 dz(a > 0) ANHE, 


u *= = 
ж Spim, fO Lae [7 Lar = [lnzl о, 
+= += 
щщ p<1 时 ,| г l 1 5] | со, 
TS Ла. ar? 
当 p>1 时 ,| 去 dz hz | PT 


аі? 


综 上 所 述 , 当 p>1 时 ,此 无 穷 积分 收敛 ,其 值 为 。 1 


; 当 p1 时 ,此 无 穷 积分 发 散 。 


“3.8.2 无 界 函数 的 反常 积分 


另 一 类 反常 积分 就 是 无 界 函 数 的 积分 问题 。 

如 果 函 数 /(z) 在 点 a 的 任 一 邻 域内 都 无 界 ,那么 点 a 称 为 函数 /(z) 的 瑕 点 ,也 称 为 
无 界 间 断 点 。 无 界 函数 的 反常 积分 又 称 为 瑕 积分 。 

ЖУ 3-8-2 设 函 数 /(z) 在 区 间 (a.5] 上 连续 , 且 lim f(x) 二 中 , 即 点 a 为 f(z) 的 瑕 


点 , 取 :全 0, 则 函数 /(z) 在 (a,5] 上 的 反常 积分 定义 为 
Госа = lim [усак 
如 果 极 限 lim [reoaz 存在 , 则 称 此 反常 积分 收敛 ;否则 称 此 反常 积分 发 散 。 
类 似 地 ,函数 /(z) 在 [a.6) (5 为 瑕 点 ) 上 的 反常 积分 定义 为 
КОЛ = lim Госа 


如 果 极限 lim | f Ce) а 存在 , 则 称 此 反常 积 分 收敛 ;否则 称 此 反常 积分 发 散 。 
tb x 
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V 
函数 f(z) 在 [a,c)U(c,65] (c HEA) EARE A 
Гесэ = lim [req + lim Ке 
如 果 极限 lim | 7Cz)dz 和 极限 lim | o de 者 存在, 则 称 此 反常 积分 收 化 ;否则 称 
此 反常 积分 发 散 。 
反常 积分 的 计算 方法 如 下 。 
ШЖ ЕС) у /(z) 的 原 函数 , 则 : 
(1) "Wa ERAH, 
КЕТ? = lim| fda = СЕС) = FO) 一 limFC) = ЕФ) — lim FG) 


可 采用 如 下 简 记 形式 ， = i 


[fde = [P0y = FGy— la 
(2) b HAH, i 
[сов [F] = lim FG) — Еа) 
(3) 当 e(a<c<b) HRA, © 
[сове [сое + frode [lim F(x) — F(a)] + [F(b) 一 lim F(z)] 


例 3-8-5 求 反常 积分 | dx， 
° /1—z 
解 因为 im = To ,所 以 点 ВЕСОВ. 
wl 一 之 
É 1 А Я s т 
Í dz = [arcsinz] = lim arcsinx — 0 = — 
Ла? z- 2 


例 3-8-6 讨论 反常 积分 | Ade 的 收 全 性 。 


解 ” 因 为 丽 数 点 在 区 间 [ 一 1,1] 上 除 0 外 连续 , 目 lim 点 一 <， 所 以 点 0 WURA 
数 的 瑕 点 ,由 定义 有 


由 于 | 去 dz = [二] = lm (一 十) 一 1 = 十, 即 反常 积分 | Jae 发散 ,所 以 


反常 积分 | bdr 发 散 。 


习题 3-8 
1. 计算 无 穷 积分 。 
(1) [еа (2) [7 mam 


“2 计算 广义 积分 | cz 一 tax, 
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“3. 如 下 解法 是 否 正确 ? 为 什么 ? 
f Lig In|=| |, ln2 一 lnl = ln2 
< 2 


3.9 定 积分 在 几何 学 及 经 济 学 上 的 应 用 


3.9.1 元 素 法 


在 定 积分 的 应 用 中 ,经 常 采 用 元 素 法 。 为 了 说 明 这 种 方法 , 先 回顾 一 下 3.5 节 中 讨论 
过 的 曲 边 梯形 的 面积 问题 。 
设 y= 二 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 连续 ,由 曲线 у АС) (f(z) 宇 0) 和 直线 >—=a,z=b(a<b)K 


之 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 为 S = /Cz)dz, 则 求 此 曲 边 梯形 面积 的 步 驼 如 下 。 

CD 分 割 。 用 分 点 将 区 间 [a 站 分 成 个 小 区 间 , 相 应 地 把 曲 边 梯形 分 成 АЖЕ ШОЛ 
梯形 ,第 i 个 窜 曲 边 梯形 面积 记 为 AA, Ci 一 1,2，…:,z，, 则 整个 曲 边 梯形 的 面积 为 A = 
ЗЛА, 


(2) 代替 。 计 算 ДА, ПИН. ДА, /(&)Ал,(1=1,2,++,п)„ 


(з) 求 和 ,得 A 的 近似 值 : A = SJAA, ~ A 


(4) 取 极限 ,得 A = lim 7да 一 [сов 

显然 ,所 求 面积 A 与 区 间 [a. 忆 有 关 。 如 果 把 区 间 [a ,器 分 成 许多 部 分 区 间 , 则 所 求 
面积 也 相应 分 成 许多 部 分 面积 AA: ,而 所 求 面积 就 等 于 所 有 部 分 面积 之 和 A = 》)AA,。 
这 一 性 质 称 为 所 求 量 (面积 A) 对 区 间 [a,6] 具 有 可 加 性 。 此 外 .用 SE) Ar 近似 代替 部 
分 量 АА, 时 ,要 求 它们 只 相差 一 个 比 Ax, 高 阶 的 无 穷 小 ,以 使 和 式 YSE Az, 的 极限 是 
A 的 精确 值 ,从 而 A 可 以 表示 为 定 积分 ， ú 

A= [сов 

在 推导 出 A 的 积分 表达 式 的 4 个 步骤 中 ,主要 的 是 第 2 步 ,这 一 步 是 要 确定 AA, 的 
近似 值 /(&)Ax; ,使 得 A = lim > SCE) Az: = [reoaz, 

STEM. AR F 8 JU AA 表示 任 一 小 区 间 [z,z 十 dz] 上 的 窜 曲 边 梯 形 的 
面积 ， 

А = > AA 

取 [z,z 十 dz] 的 左 端点 为 6. 以 点 处 的 函数 值 Fz) 为 高 ,以 dz 为 底 的 矩形 的 面 

BS de 为 АА 的 近似 值 , 即 AASS ode, ERAN de 称 为 面积 元 素 , 记 作 
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dA= f(x)dx 
于 是 A= У) fader 
因此 А = lim) fdr = КЕТ 


一 般 地 ,如 果 某 一 实际 问题 中 的 所 求 量 U 符合 下 列 条 件 : 

(1) U 是 与 一 个 变量 zx 的 变化 区 间 [a,5] 有 关 的 量 ; 

(2) U 对 于 区 间 [a,65] 具 有 可 加 性 ,就 是 说 ,如 果 把 区 间 [a,65] 分 成 许多 部 分 区 间 , 则 
U 相应 地 分 成 许多 部 分 量 ,而 U 等 于 所 有 部 分 量 之 和 ; 

(3) 部 分 量 AU, 的 近似 值 可 以 表示 为 SE) Ar, 
那么 就 可 考虑 用 定 积分 来 表达 这 个 量 U. 

通常 写 出 这 个 量 U 的 积分 表达 式 的 步骤 如 下 。 

(1) 根据 问题 的 具体 情况 ,选取 一 个 变量 例如 + 为 积分 变量 ,并 确定 它 的 变化 区 间 [a,5]。 

(2) 把 区 间 [a,6] 分 成 a 个 小 区 间 , 取 其 中 一 小 区 间 并 记 作 [z,z 十 dzj, 求 出 相应 于 这 
个 小 区 间 的 部 分 量 AU 的 近似 值 。 若 AUS С) ах, Ж ГС) аз 称 为 U 的 元 素 , 记 作 
ас, Ш dU= f(x)dx, 

(3) 以 所 求 量 U 的 元 素 dU = /(т)ат 为 被 积 表达 式 ,在 区 间 [a b] EERS a 


b 
U = [усас 


这 就 是 所 求 量 U 的 积分 表达 式 。 
这 种 方法 通常 叫 作 元 素 法 (或 微 元 法 )。 下 面 我 们 将 应 用 这 个 方法 来 讨论 几何 ,物理 
中 的 一 些 问题 。 


3.9.2 定 积分 的 几何 应 用 


1. 平面 图 形 的 面积 


1) 直角 坐标 情形 
由 定 积分 的 定义 知 ,由 曲线 y==/(zx)(f(z) 三 0) 和 直线 >—=a,z=b(a<b),y=0 БТ 
成 的 曲 边 梯 形 的 面积 为 


S 一 [сов = [sa 


当 flx) 时 ,由 曲线 у= ГС) о 轴 与 直线 xz 一 az 一 所 围 成 的 平面 图 形 (图 3-9-1) 
的 面积 为 


s= Г [0 一 А0) Јах = 一 | усә: 


当 f(z) 在 [a,b] 上 有 正 有 负 时 ,由 曲线 y 二 f(z),z 轴 及 直线 工 二 az 一 0( 图 3-9-2) 
的 面积 为 


Госа = А. — А: +A; 
一 般 地 ,由 曲线 > 一 ./(z),y 一 5(Cz) 及 直线 z 一 az 一 2 所 围 平面 图 形 的 面积 S( 图 3-9-3) 
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可 以 看 成 由 曲线 у= ГС) ,y= 二 g(x) 分 别 与 直线 >—=a,z=b.= 轴 所 围 成 的 两 个 曲 边 梯形 
面积 的 差 , 即 


S КОТ КОТ [ 700) — g(z)]d= 
对 jz),g(z) 不 全 在 工 轴 上 方 的 情形 (图 3-9-4), 也 有 相应 的 结论 。 


y=f(x) 
图 3-9-1 图 3-9-2 


类 似 可 得 : ПЕН Ж к= Су) к= Су) POSO SER y=c,y=d 所 围 成 
的 平面 图 形 的 面积 (图 3-9-5) 为 S = Ku 二 


x=@(y) 


x 


图 3-9-5 


例 3-9-1 计算 两 条 抛物 线 > 一 z Ы == y? 所 围 成 的 面积 。 


2 


z 
,得 交点 (0,0) 
х= y 


和 (1,1)。 选 取 z 为 积分 变量 , 则 积分 区 间 为 [0,1j, 因 此 所 求 的 面积 为 

5 | 2 有 (Fevr Las) |’ 1 
例 3-9-2 计算 由 曲线 y =r 与 直线 x 十 y= 二 2 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 。 
解 ” 如 图 3-9-7 所 示 , 先 确定 两 条 曲线 交点 的 坐标 。 


у= 


解 ” 如 图 3-9-6 所 示 , 先 确定 两 条 曲线 交点 的 坐标 。 иза | 


图 3-9-6 3-9-7 
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y =g 
юва „А936 (1.,1),(4,—2). 
х+у=2 
将 平面 图 形 投影 到 у 轴 , 则 所 求 面积 为 
S | re эу] = |[2y Ly |. > 


例 3-9-3 计算 椭圆 所 十 点 一 1 所 围 成 的 面积 。 
解 ” 如 图 3-9-8 所 示 , 此 机 加 关于 两 坐标 轴 都 对 称 , 所 以 ,所 求 的 面积 S 为 
S= 4 [за 


应 用 定 积分 的 换 元 积分 法 , 令 z 一 acost, 则 y=bsint, dx asintdt。 当 z=0 B= 
当 r=a 时 ,一 0, 所 以 
0 0 
S 1 [оем asint) dr у sin°/d/ 


2 


= 4ab Ë ety = зв! sinz) | = abr 
即 椭圆 的 面积 等 于 xab。 这 也 可 以 作为 公式 使 用 。 

2) 极 坐标 情形 

对 于 某 些 平面 图 形 , 用 极 坐 标 来 计算 它们 的 面积 比较 方便 。 

设 由 曲线 p 三 p(0) 及 射线 0=а.0= 8 围 成 一 图 形 ( 简 称 为 曲 边 扇形 ) ,现在 要 计算 它 的 
面积 (图 3-9-9)。 这 里 o(0) 在 [c,8] 上 连续 , 且 p(0) 宇 0。 


图 3-9-8 图 3-9-9 


用 元 素 法 推导 计算 面积 的 公式 。 取 极 角 9 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,Bj, 对 应 
于 任 一 小 区 间 [0,0 十 d 拉 的 窗 曲 边 扇形 的 面积 可 以 用 半径 为 o 一 p(0)、 中 心 角 为 dg hy 0 
形 的 面积 来 近似 代 蔡 ,从 而 得 到 该 窜 曲 边 扇形 面积 的 近似 值 , 即 曲 边 扇形 的 面积 元 素 
as = 1. 10000240 
从 而 得 所 求 曲 边 扇形 的 面积 为 
в 1 
5= f 1 гоу 
Ф] 3-9-4 计算 阿 基 米 德 螺 线 p=a0a>0) EIF 0 JA 0 变 到 2x 的 一 段 弧 与 极 轴 


所 围 成 的 图 形 ( 图 3-9-10) 的 面积 。 
解 ” 所 求 图 形 的 面积 为 
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L 


Е! š i asal, 2x ТИГИ" 
© |А z (40)*40 = a [в |, zar 
例 3-9-5 ”计算 心 形 线 o=a(1 十 cosb) (ae 之 0) 所 围 成 的 图 形 的 面积 。 
解 ”由 于 图 形 关于 极 轴 对 称 ( 图 3-9-11) ,所 以 所 求 面积 为 
5=2. 1а (1 + cos0)2d0 


= a° [Га + 2cos0 + cos°0)d0 
° 


= a° FG + 2cos0 + e0820 | 
o\2 2 


а? [ 20 F 25іпб 1 sin20] ， 


图 3-9-10 图 3-9-11 


2. 体积 


1) 旋转 体 的 体积 

由 曲线 у= fa Sa) ,直线 z=a fl + =b № x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 , 绕 x 轴 旋 
转 一 周 而 成 的 立体 就 是 一 个 旋转 体 ( 图 3-9-12)。 该 旋转 体 的 体积 可 用 微 元 法 求 得 。 

在 区 间 [a,5j] 上 任 取 一 子 区 间 [x,z 十 dzj], 将 该 子 区 间 上 的 旋转 体 视 作 底 面积 为 
тС) ]%, у dz 的 薄 圆柱 ,得 体积 微 元 

dV = xz [f(z)] dz = ry’ dr 
则 旋转 体 的 体积 为 
V=x уак = zf iF Јах 

类 似 可 得 ,由 连续 曲线 z= 二 g(y)(g(y) 宇 0) ,直线 у=с.у=а Ж y 轴 所 围 成 的 曲 边 梯 

形 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 (图 3-9-13) 的 体积 为 


`4 d 
У = | zidy = zÍ [e(y)]° dy 
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v 
例 3-9-6 E= REE 工 轴 旋转 而 成 的 旋转 体 的 体积 。 
解 该 旋转 椭 球 体 可 看 作 由 上 半 椭 加 y — 2. Vi 一 过 及 轴 所 围 成 的 图 形 绕 z 轴 施 


转 而 成 (图 3-9-14)。 于 是 ,其 体积 为 
у | rd «| (2 Маг = = Га le 


a 
b: 1 * 4 
x [а= ©]. зла" 


01 3-9-7 ”计算 由 曲线 y= A += у 9 у 轴 旋 转 而 得 的 体积 。 


解 各 图 3-9-15 эй, | š 
у= (у;=1 


图 3-9-15 
1 
则 У Г my) ]ау a[o y)dy 
° 
=+ 5 23 
=al ш” 


2) 平行 截面 为 已 知 的 立体 的 体积 

设 物 体 被 垂直 于 某 直 线 的 平面 所 截 得 的 面积 已 知 , 则 可 用 定 积分 求 该 物体 的 体积 。 

不 妨 设 上 述 直 线 为 z+ 轴 , 则 在 z 处 的 截面 面积 A(z) 是 zx 的 已 知 连 续 函 数 , 求 该 物体 
介 于 z=a 和 > 一 (ae<0) 之 间 的 体积 (图 3-9-16)。 

为 了 求 体 积 ,在 微小 区 间 [z,z 十 dz] 上 视 A(Cz) 不 变 , 即 把 Lz,z 十 dz] 上 的 立体 薄片 
近似 看 作 以 A(z) 为 底 , 以 dz 为 高 的 柱 片 ,于 是 得 体积 元 素 dtV=ACz)dz。 以 ACz)dz 为 
被 积 表 达 式 ,在 zz 的 变化 区 间 [a,5j 上 作 积 分 , 便 得 所 求 立 体 的 体积 为 


У = [Awar 
B 3-9-8 设 有 底 圆 半径 为 R 的 圆柱 ,被 一 与 圆柱 面 交 成 a 角 且 过 底 圆 直径 的 平面 所 


截 , 求 截 下 的 槐 形体 的 体积 (图 3-9-17)。 
解 ” 取 坐标 系 如 图 3-9-17 所 示 , 则 底 圆 方程 为 Hy = R°, E x hb B BUT z 轴 作 


立体 的 截面 ,得 一 直角 三 角形 ,两 直 角 边 分 别 为 y 及 утапа, В VR° —a R/R — 2° tana, 


其 面积 为 ACz) =i — a?) tana , A MIHE RA 
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“3) 平面 曲线 的 弧 长 
1 A.B 是 曲线 弧 上 的 两 个 端点 EIM AB 上 任 取 分 点 (图 3-9-18) : 
А = Р,,Р,,Р,,--;Р,1:Р, = В 
ЭЕ ЕН ИО AIE kr. ARE y 
限 增 加 且 每 个 小 段 Pi_1P; (i 二 1,2,…,n) 都 缩 向 一 点 


极限 为 曲线 弧 AB 的 弧 长 ,并 称 此 曲线 弧 AB 是 可 求 
长 的 。 

定理 3-9-1 ”光滑 曲线 弧 是 可 求 长 的 。 

(1) 直角 坐标 情形 。 设 曲线 弧 由 直角 坐标 方程 y= fC) (a 三 x 二 5) 给 出 ,其 中 fO) 
在 区 间 [a,6] 上 具有 一 阶 连续 导数 ,现在 来 计算 此 曲线 弧 的 长 度 。 

取 横 坐标 z 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,5b]。 曲 线 y= С) EAF Lab] EIE 
一 小 区 间 [z,z 十 dzj 的 一 段 弧 的 长 度 , 可 以 用 该 曲线 在 点 (z,/(z)) 处 的 切线 上 相应 的 一 
小 段 的 长 度 来 近似 代 蔡 ,而 切线 上 这 相应 的 小 段 的 长 度 为 

(dx)? + (dy) = /l+ y”? ах 

从 而 得 弧 长 元 素 ( 即 弧 微分 ) 为 


时 ,如 果 此 折线 的 长 У) [PP | 的 极限 存在 , 则 称 此 | 
a 


ds = /1+ y” dz 
以 Wi 二 ys dz 为 被 积 表达 式 , 在 闭 区 间 [a.5] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 的 弧 长 为 
s -f V1 +y” dz 
例 3-9-9 ТРИМА у 2-22 ЕЗИ к А О 到 1 的 一 段 弧 的 长 度 。 


# ”由 于 y 一 二 ,从 而 弧 长 元 素 


ds = /1+y°? dr = Иа 
因此 ,所 求 弧 长 为 
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-V 
s= Мета = [2 atot] = = 20202-1) 


=0Ф(1) 
D SEMNE, анаи онота 人 ааВВ А фо) Е 
у=ф() 


[a,5] 上 具有 连续 导数 ， my2- ,dr g (2) dt, 所 以 弧 长 元 素 为 


a = Jt ea = VoD ай 
所 求 弧 长 为 
三 f Ме?) +?) а 
x=a(cost+tsint) 
BI 3-9-10 ШО 相对 于 /从 0 到 x 的 一 段 弧 的 长 度 。 
y=alsint—tcost) 


й 因为 时 一 alcost, 季 一 aisint， 所 以 弧 长 元 素 为 


a't cost + a° sin”: = at dt 
所 求 弧 长 为 
pa Гаа = > Г = >" 
例 3-9-11 计算 半径 为 r 的 圆周 长 度 。 
x=rcost dz ‚_ @ 
解 四 的 参数 方 各 为 | OKT). HA = C rsint, 97 = сови, B D) R 
y=rsint 
弧 长 元 素 为 
= V (一 rsint) + (rcost)° dt = rdt 
所 求 弧 长 为 
s= fra = 2ar 
(3) 极 坐标 情形 。 设 曲线 弧 由 极 坐标 方程 o= р(0) Са 08) 2:8, Ж о(0){ЕГа.Ь] 
上 具有 连续 导数 ,由 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 可 得 曲线 的 参数 方程 为 
x = p(0)cos0 
| (a<0<p 
у = p(0)sin0 
于 是 得 弧 长 元 素 为 
ds = VID + y2 (0) d0 = SPO Ho (0) d0 


从 而 所 求 弧 长 为 
s= f 000) + P (0) 40 
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例 3-9-12 计算 阿 基 米 德 螺 线 o=ab(a 二 0) 对 应 于 0 0 到 2x 的 一 段 弧 的 长 度 。 
解 ” 因 为 弧 长 元 素 为 
ds = Vaf +a 40 = a /1 + 0 d0 


此 ,所 求 弧 长 为 
S= [Pa Ма = S [2x VIF EE ак VTF] 
例 3-9-13 ”计算 对 数 螺 线 o= e“ XEF 0 从 0 到 9 的 一 段 弧 的 长 度 。 
Ж ”因为 弧 长 元 素 为 
ds = (e°)? +a? (e)? 40 = ./1 + a° edo 
因此 ,所 求 弧 长 为 
5 f VIF æ ed = шше [её]; = е (e? 


1) 


3.9.3 经 济 应 用 问题 举例 


已 知 边际 经 济 变 量 的 变化 率 , 求 总 量 函 数 或 总 量 函数 在 某 个 范围 内 的 值 时 ,可 应 用 定 
积分 进行 计算 。 

例 3-9-14 ” 设 某 产品 在 时 刻 4 总 产量 的 变化 率 /(1) 二 100 十 101 一 0. 30? (kg/ 小 时 ) , 求 
J =1 到 14=3 这 两 小 时 的 总 产量 。 

解 ” 设 总 产量 为 Q() ,由 已 知 条 件 Q с=с). ЖААН ROE /0) 的 一 个 原 
函数 ,所 以 有 


3 3 
AQ Гло Гао + 10, — 0. 302) г 
1 1 


= [100+ 50° — 0.10] = 237. 4 

即 所 求 的 总 产量 为 237. 4kg。 

例 3-9-15 生产 某 产品 的 边际 成 本 为 C"(z) 王 8z( 万 元 / 百 台 ) ,边际 收入 为 R (2) = 
100 一 2x( 万 元 / 百 台 ) Ж x 为 产量 , 若 固定 成 本 为 10 万 元 , 问 : 

(1) 产量 为 多 少时 ,利润 最 大 ? 

(2) 从 利润 最 大 时 的 产量 再 生产 2 百 台 ,利润 有 什么 变化 ? 

解 (1) 边际 利润 

L’'(zx) Е'(х)—С'(х) (100 — 20) — 82 100 — 102 

S L' (2) =0,08 zx 一 10( 百 台 ) 。 

又 z==10 是 L(z) 的 唯一 驻 点 ,根据 问题 的 实际 意义 可 知 L(z) 存 在 最 大 值 , 故 z==10 
是 L(xz) 的 最 大 值 点 , 即 当 产量 为 10( 百 台 ) 时 ,利润 最 大 。 

(2) 利润 的 变化 


12 12 
R= [Lae = fE aoo 一 10z)dz 
= (1002—5172) |8 = — 20 
即 从 利润 最 大 时 的 产量 再 生产 2 百 台 ,利润 将 减少 20 万 元 。 
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习题 3-9 

L 计算 抛物 线 一 2z 与 直线 y 一 < 一 4 所 用 成 的 图 形 面积 。 

2. HAMR y= + к 及 直线 二 0,z 二 hh 之 0) 和 z 轴 所 围 成 的 三 角形 绕 z 轴 施 
转 而 生成 的 立体 的 体积 。 

З, 计算 酉 圆 亏 十 点 一 1 所 转 成 的 图 形 绕 y 轴 族 转 而 成 的 立体 体积 。 


a 
*4. 计算 由 摆 线 zx=a(: 一 sint),y 一 a(1 一 cost) 的 一 拱 与 直线 y==0 所 围 成 的 图 形 分 别 
绕 工 轴 、y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 。 
*5. 计算 摆 线 z= 二 a(0 一 sin9) ,y= 二 a(1 一 cos0) 的 一 拱 (0 志 9 三 2x) 的 长 度 。 
“6. 计算 心脏 线 r=a O + соѕ0) (0<0<27x) 的 弧 长 。 
7. 已 知 某 产品 的 边际 成 本 为 C"(z) 王 47 一 3( 万 元 / 百 台 ),z 为 产量 ( 百 台 ) ,固定 成 本 
为 18( 万 元 ) , 求 最 低 平均 成 本 。 


3.10 定 积分 在 物理 学 上 的 应 用 


3.10.1 变 力 沿 直线 所 做 的 功 


从 物理 学 角度 ,如 果 物 体 在 作 直线 运动 的 过 程 中 有 一 个 不 变 的 力 下 作用 在 这 物体 
上 , 且 该 力 的 方向 与 物体 运动 的 方向 一 致 ,那么 ,在 物体 移动 了 距离 ; 时 , 力 下 对 物体 所 做 
的 功 为 

W = Fs 

如 果 物 体 在 运动 的 过 程 中 所 受 的 力 是 变化 的 ,就 会 遇 到 变 力 对 物体 做 功 的 问题 。 下 面 通 
过 具体 例子 说 明 如 何 计算 变 力 所 做 的 功 。 

例 3-10-1 把 一 个 带 十 g 电量 的 点 电荷 放 在 ~ 轴 上 坐标 原点 O 处 , 它 产 生 一 个 电场 ， 
这 个 电场 对 周围 的 电荷 有 作用 力 。 由 物理 学 知道 ,如 果 有 一 个 单位 正 电 荷 放 在 这 个 电场 
中 距离 原点 O 为 > 的 地 方 ,那么 电场 对 它 的 作用 力 的 大 小 为 

F=k. £ (是 常数 ) 


当 这 个 单位 正 电 荷 在 电场 中 从 га 处 沿 r 轴 移 动 到 x 二 bl(a<5) 处 时 ,计算 电场 力 下 对 它 
所 做 的 功 。 
解 如 图 3-10-1 所 示 , 在 7 轴 上 , 当 单 位 正 电荷 从 7 移动 到 7 十 dr 时 ,电场 力 对 它 所 


做 的 功 近 似 为 Tdr, +q +1 
r о а "тй hk F 


即 功 元 素 为 dW = 一人。 Е 图 3-10-1 
于 是 ,所 求 的 功 为 
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LE 


w- [ам a 

例 3-10-2 一 圆柱 形 的 储 水 桶 高 为 5m, 底 圆 半径 为 3m, 桶 内 盛 满 了 水 。 试 问 要 把 桶 
内 的 水 全 部 吸出 须 做 多 少 功 ? 

解 ” 取 深度 xz( 单 位 为 m) 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,5] ,对 应 于 [0,5] 上任 一 
小 区 间 [z,z 十 dz] 的 一 薄 层 水 的 高 度 为 dt, 车 重力 加 速度 g 取 9. 8m/s: , 则 这 薄 层 水 的 
重力 为 9.8x，3*dzkN。 把 这 薄 层 水 吸出 桶 外 须 做 的 功 近 似 取 为 

dW = 88. 2xzdz 


此 即 功 元 素 。 于 是 ,所 求 的 功 为 
W= [`вв. 2rzdz = 88. 2r 5], 


= 88. 2r 。 z ~ 3462 (kJ) 


例 3-10-3 若 弹 簧 在 拉 伸 过 程 中 ,需要 的 力 为 FCN) ,与 伸 长 量 sCcm) 成 正比 , 即 F= 
As, 求 将 弹簧 由 原 长 拉 伸 6cm 所 做 的 功 。 
解 取 * 为 积分 变量 ,* 的 变化 区 间 为 [0,6] , 功 元 素 为 
dW = Fds = ksds 
因此 ,弹簧 被 拉 伸 了 бст 时 ,外 力 所 做 的 功 为 


6 
w = | ksds = i [551$ = 18k(N + cm) = 0. 1800) 
0 


“3.10.2 KEJ 


MAE fh E, EKRA h Ak WERA р = pgh XE p 是 水 的 密度 ,g 是 重力 加 速 
度 。 如 果 有 一 面积 为 A 的 平板 水 平地 放置 在 水 深 为 六 处 ,那么 平板 一 侧 所 受 的 水 压力 为 
P = pA 
如 果 这 个 平板 铅 直 放置 在 水 中 ,那么 由 于 水 深 不 同 的 点 处 压强 p 不 相等 ,所 以 平板 
所 受 水 的 压力 就 不 能 用 上 述 方 法 计算 ,下 面 举例 说 明 它 的 计算 方法 。 
例 3-10-4 如 图 3-10-2 所 示 为 一 管道 的 圆 形 闸门 (半径 为 3m)。 问 水 平面 齐 及 直径 
时 ,闸门 所 受到 的 水 的 静 压 力 为 多 大 ? 


dx 
= 292 一 一 


图 3-10-2 


Йй HIERA х #ШЯП у 轴 如 图 3-10-2 所 示 , 此 时 圆 的 方程 为 x +y = 0< 
Zz 三 3)。 取 xz 为 积分 变量 ,和 且 x€E [0.3] , 设 [z,z 十 dz] 为 [0,3] 上 的 任 一 小 区 间 , 当 dz 很 小 
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时 ,由 于 压力 函数 是 连续 函数 ,所 以 ,闸门 上 从 深度 zz 到 z 十 dz 这 一 狭 条 ЛА 上 所 受 的 静 
压力 可 以 近似 地 看 成 是 相等 的 ,都 为 pgz。AA 的 面积 近似 为 2 V9 一 x? dx, 因此， AA 所 
受 水 压力 的 近似 值 , 即 压力 元 素 为 

dP = 2pgzx М9 — x dr 
由 元 素 法 得 到 闸门 上 所 受 的 总 压力 为 


3 3 
p= | 2ogz /Ў—х* dx es | (9 — 22)+а09 — 22) 
4 8 


pg [5 (9 DIT = 18pg 


3.10.3 引力 
从 物理 学 知道 ,质量 分 别 为 m ,ms ,相距 为 7 的 两 质点 间 的 引力 的 大 小 为 


` тут 
P = m 
r 


其 中 ,G 为 引力 系数 ,引力 的 方向 为 两 质点 连 线 的 方向 。 

如 果 要 计算 一 根 细 棒 对 一 个 质点 的 引力 ,那么 由 于 细 棒 上 各 点 与 该 质点 的 距离 是 变 
化 的 , 且 各 点 对 该 质点 的 引力 的 方向 也 是 变化 的 ,就 不 能 用 上 述 公式 来 计算 ,下 面 举例 说 
明 它 的 计算 方法 。 

例 3-10-5 ”一 根 长 为 /的 均匀 细 杆 ,质量 为 M, 在 其 中 垂 线 上 相距 细 杆 为 处 有 一 质 
量 为 m 的 质点 。 试 求 细 杆 对 质点 的 万 有 引力 。 

解 ” 如 图 3-10-3 所 示 , 细 杆 位 于 xz 轴 上 的 [一 亏 , 亏 ] :质点 位 于 y 轴 上 的 点 a。 任 取 
细 杆 上 的 任 一 小 区 间 [z,z 十 dz], 当 dz 很 小 时 可 把 这 一 
小 眉 细 杆 看 作 一 质点 ,其 质量 元 素 为 dM= Маз, FEE 
对 质点 m 的 引力 元 素 为 

кыз т М 

ЗЕ “Ж 

由 于 细 杆 上 各 点 对 质点 m 的 引力 方向 各 不 相同 ,因此 不 

能 直接 对 dF 进行 积分 。 为 此 ,将 dF 分 解 到 z 轴 和 у 轴 
两 个 方向 上 ,得 


dx 


dF, = dF * ѕіпд. dF, =— dF • cos 
由 于 质点 位 于 细 杆 的 中 垂 线 上 , 必 使 水 平 合力 为 零 , 即 


a 
Е, = |. dF, = 0 
"т 


又 由 cos0 一 -让 年 去 ,得 重 线 方向 合力 为 


ЕУ | dF, ?| 


=i; 
2 
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1 а? а? + а? |, а Ма? +E 
其 中 , 负 号 表示 合力 方向 与 y 轴 方 向 相反 。 
习题 3-10 


1. 把 弹簧 拉 长 所 需 的 力 与 弹簧 的 伸 长 成 正比 。 已 知 1N 的 力 能 使 弹簧 伸 长 lem, 问 
ТЕЗ ЖЄ 10cm 要 做 多 少 功 ? 

2. 在 zx 轴 上 作 直 线 运 动 的 质点 ,在 任意 点 zx 处 所 受 的 力 为 F(z) 二 1 一 e“*, 试 求 质 点 
№ 2=0 运动 到 z==2 处 所 做 的 功 。 

3. 在 原点 处 有 一 带电 量 为 十 d 的 点 电荷 ,在 它 的 周围 形成 了 一 个 电场 。 现 在 x 二 a 
处 有 一 单位 正 电荷 沿 z 轴 正 方向 移动 ,车 把 该 电荷 称 动 至 无 穷 远 处 ,电场 力 要 做 多 少 功 ? 

4. 设 有 一 弹簧 ,假定 被 压缩 0. 5cm 时 需 用 力 IN( 牛 顿 ), 现 弹簧 在 外 力 的 作用 下 被 压 
缩 了 3cm, 求 外 力 所 做 的 功 。 


5. (1) 证 明 : 把 质量 为 m 的 物体 从 地 球 表面 升 高 到 hh 处 所 做 的 功 是 у= "ЕКА д 


+h 
中 & 是 地 面 上 的 重力 加 速度 ,R 是 地 球 的 半径 。 

(2) 一 个 人 造 地 球 卫 星 的 质量 为 173kg, 在 高 于 地 面 630km 处 进入 轨道 。 问 把 这 个 
卫星 从 地 面 送 到 630km 的 高 空 处 ,克服 地 球 引 力 要 做 多 少 功 ? 已 知 g 二 9. 8m/s ,地 球 半 
4 R=6370km, 

6. 一 物体 按 规律 += c 作 直 线 运动 ,介质 的 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 。 计 算 物 体 由 
2=0 移 到 x==a 时 ,克服 介质 阻力 所 做 的 功 。 


微分 方程 


函数 是 研究 客观 事物 规律 性 的 重要 工具 。 如 何 寻求 函数 关系 ,在 实践 中 具有 重要 意 
义 。 然 而 ,在 许多 实际 问题 中 ,有 时 只 能 列 出 表示 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 与 自 变 量 之 间 
关系 的 等 式 ,再 从 中 求解 得 出 所 需 的 函数 关系 。 这 种 关于 导数 (或 微分 ) 的 等 式 , 就 是 微分 
方程 。 本 章 主 要 介绍 微分 方程 的 一 些 基本 概念 和 几 种 常见 微分 方程 的 解法 。 


4.1 微分 方程 的 基本 概念 


4.1.1 两 个 实例 


为 了 说 明 微分 方程 的 有 关 基本 概念 , 先 来 考察 两 个 简单 的 例子 。 

例 4-1-1 一 曲线 通过 点 (1,2), 且 在 该 曲线 上 任 一 点 M(xz,y) 处 的 切线 斜率 等 于 该 
点 横 坐 标 平方 的 3 倍 , 求 该 曲线 的 方程 。 

解 ” 设 所 求 曲 线 的 方程 为 y 王 /(z) ,根据 导数 的 几何 意义 ,可 知 未 知 函 数 应 满足 以 下 


dy 3⁄2 或 dy = 3z’ dr (4-1-1) 
dx 
对 式 (4-1-1) 两 边 同 时 积分 ,得 
y= Е 
即 
у= а +С (4-1-2) 
其 中 ,C 为 任意 常数 。 由 于 曲线 通过 点 (1.2) ,或 写成 条 件 
y l1 一 2 (4-1-3) 


将 条 件 (4-1-3) 代 入 式 (4-1-2) ,得 C=1, 于 是 所 求 曲线 的 方程 为 
у=з*+1 (4-1-4) 
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例 4-1-2 质量 为 m 的 物体 , 受 重力 作用 自由 下 落 , 试 求 物体 下 落 的 距离 随时 间 变 化 
的 规律 。 

解 ” 设 所 求 的 下 落 距 离 关 于 时 间 的 函数 为 ;二 s(1)。 选 取 坐 标 系 使 s ШИТ F , 原 
点 在 起 点 处 。 根 据 牛 顿 第 二 运动 定律 ,未 知 函 数 应 满足 以 下 方程 ; 


= = (4-1-5) 
由 于 自由 落体 的 初始 位 移 和 初始 速度 均 为 零 ,未知 函数 СОА Ц F ЖЇР: 
5 | =0 
| (4-1-6) 
41,0 
对 式 (4-1-5) 两 端 积 分 一 次 ,得 
> на (4-1-7) 
再 积分 一 次 ,得 
50 = +e +Си +G, (4-1-8) 


其 中 ,Ci ,Cs 都 是 任意 常数 。 将 条 件 下 | ==0 代入 式 (4-1-7) ,得 


С: =0 
将 条 件 slo =0 代入 式 (4-1-8) ,得 
С, = 0 
将 C1,C: 的 值 代 入 式 (4-1-8) ,得 物体 下 落 的 距离 随时 间 变 化 的 规律 为 
0 = + 1? (4-1-9) 
上 述 两 例 中 的 关系 式 (4-1-1) 和 式 (4-1-5) 都 含有 未 知 函数 的 导数 ,由 此 引出 微分 方 


4.1.2 微分 方程 的 基本 概念 


定义 4-1-1 含有 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 方程 称 为 微分 方程 。 例 如 , 例 4-1-1 与 
例 4-1-1 中 的 式 (4-1-1) 和 式 (4-1-5) 都 是 微分 方程 。 微 分 方程 中 出 现 的 未 知 函数 的 最 高 
阶 导 数 的 阶 数 称 为 这 个 方程 的 阶 。 例 如 , 例 4-1-1 中 的 式 (4-1-1) 是 一 阶 微分 方程 ， 
例 4-1-2 中 的 式 (4-1-5) 是 二 阶 微分 方程 。 而 

y+ry—y 一 sin2z， аху” + (у) = zŠ 

都 是 三 阶 微分 方程 。 

一 般 说 ,n 阶 微分 方程 可 写成 

F(z,y,y sy) = 0 

其 中 ,zx 为 自 变量 ,y 为 未 知 函 数 。 这 里 必须 指出 ,在 阶 微分 方程 中 ,y” 是 必须 出 现 的 ， 
Tü rysy эсе, у" ?等 变量 则 可 以 不 出 现 。 例 如 ,n 阶 微分 方程 y” 十 1==0 中 , 除 y” 外 ， 
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其 他 变量 都 没有 出 现 。 

定义 4-1-2 如 果 把 某 个 函数 y= 二 pg(z) 代 入 微分 方程 后 ,能 使 方程 成 为 恒等式 , 则 函 
数 y= 二 g(r) 称 为 该 微分 方程 的 解 。 例 如 ,函数 (4-1-2) 和 式 (4-1-4) 都 是 微分 方程 (4-1-1) 的 
解 , 函 数 (4-1-8) 和 函数 (4-1-9) 都 是 微分 方程 (4-1-5) 的 解 。 

车 微分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 , 且 独 立 的 任意 常数 的 个 数 与 方程 的 阶 数 相 同 , 则 称 
这 样 的 解 为 微分 方程 的 通 解 。 如 函数 (4-1-2) 和 函数 (4-1-8) 分 别 是 方程 (4-1-1) 和 方程 
(4-1-5) 的 通 解 。 

确定 微分 方程 通 解 中 的 任意 常数 的 值 的 条 件 , 称 为 初始 条 件 ,如 式 (4-1-3) 和 
式 (4-1-6)。 由 初始 条 件 确定 了 微分 方程 的 通 解 中 任意 常数 的 值 后 所 得 到 的 解 , 称 为 特 
解 。 如 函数 (4-1-4) 和 函数 (4-1-9) 分 别 是 方程 (4-1-1) 和 方程 (4-1-5) 满 足 初始 条 件 的 
特 解 。 求 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 的 问题 , 称 为 初 值 问题 。 

例 4-1-3 验证 函数 у= Сет Се д у" 一 y —6y=0 的 通 解 。 

解 由 y 三 一 2Cie 2 十 3Coetr 得 

y” = 4С,е + 9С, е? 
将 y,y 代 人 方程 ,得 
У у —6y= (4С,е > + 9C,e*) — (— 2С,е ** + 3C,e**) — 6(С,е > + Сге?) 
= 0 

所 以 ,函数 у= Сет Се R: Jy f уу —6y=0 的 解 。 又 因为 解 中 含有 的 任意 
常数 的 个 数 与 方程 的 阶 数 相同 , 且 C, Со 相互 独立 ( 即 C, С 不 能 合并 ) ,所 以 函数 у= 
Cie “十 Cse* 是 方程 的 通 解 。 


习题 4-1 

1. 指出 下 列 等 式 中 哪些 是 微分 方程 ,并 说 明 它 们 的 阶 数 。 

(1) +3zy=2sinz (2) у#+3ху—2х*%=0 

(3) 5 (у) — y +6y=0 (4) y V1 十 z dy 十 z /1+у*4х=0 
(5) у'=3ху*—1 (6) dy=(1+z2)d= 


2. 判断 下 列 各 函数 是 否 是 所 给 微分 方程 的 解 。 如 果 是 ,指出 是 通 解 还 是 特 解 (其 中 
С.С. 为 任意 常数 ) 。 


(1) y+4y=0, y=C,sin(2z=+C;,) (2) z22y'—2y==, j= 
ау = (сез ж ксы кака ы 
(3) а= 2у=0, у= Се (4) у —2у +y=0, у=2?е 


3. 验证 函数 у= С, соѕё С іп 是 方程 y 十 ky 二 0(k 隆 0) 的 通 解 ,并 求 满足 初始 
条 件 y1:-。 二 1,y 1-0 的 特 解 。 

4. 设 曲 线 上 任 一 点 处 的 切线 斜率 与 切 点 的 横 坐 标 成 反比 , 且 曲 线 过 点 (1,2), 求 该 曲 
线 的 方程 。 
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4.2 一 阶 微分 方程 


一 阶 微分 方程 的 一 般 形式 为 
Е(х,у,у) = 0 
本 节 只 介绍 几 种 常见 的 一 阶 微分 方程 及 其 解法 。 


4.2.1 可 分 离 变 量 的 微分 方程 
一 般 地 , 形 如 


dy f(r)g(y) 
dx 


的 微分 方程 称 为 可 分 离 变 量 的 方程 。 其 中 ,/(z),g(y) 分 别 是 变量 xz,y 的 已 知 连续 函数 ， 
H g(y) 去 0。 求解 可 分 离 变 量 的 方程 的 方法 称 为 分 离 变 量 法 。 具 体 方法 如 下 。 
(1) 分 离 变 量 , 将 方程 的 两 端 转换 为 均 只 含有 一 个 变量 的 函数 及 其 微分 的 形式 : 


БЕ 
-dy = f(z)dz 


g(y) 
(2) 对 方程 两 端 同时 积分 ,得 


dy =|/ sde 
|Z f(x) dr 


(3) 求 出 积分 ,得 通 解 GC(y) 二 F(z) 十 C, 其 中 СО ЕСО СО 
原 函 数 ,C 为 任意 常数 。 


例 4-2-1 жава (Csinz 一 cosz) VI — у 的 通 解 。 
解 ”分离 变量 ,得 


dy = (sinx — соѕт)ах 
1 — у? 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
| | 3 dy = [сг 一 cosz)dz 
从 而 得 
arcsiny =— (созт 十 sinz) 十 C 
这 就 是 原 方程 的 通 解 。 


例 4-2-2 求 微分 方程 牲 = 一 之 的 通 解 。 
k & 
解 分 离 变量 ,得 


dy 


Lar 
y = 


对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
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in | y |= in 


ta, 
< 


化 简 , 得 ly|=ea + 

1 

Ee д, 

即 у=+е© = 
令 土 ea =C, ,得 


y= G, + (С, Z 0) 


显然 y=0 也 是 方程 的 解 ,所 以 у= Сри C, 可 以 等 于 0, 因 此 C, 可 以 是 任意 常数 。 
这 样 , 原 方程 的 通 解 是 


_ C 
у= = 
$ 


凡 遇 到 积分 后 是 对 数 的 情形 ,理应 作 类 似 于 上 述 的 讨论 。 但 这 样 的 演算 过 程 没 有 必 
要 重复 。 为 方便 起 见 , 今 后 凡 遇 到 积分 后 是 对 数 都 可 以 作 简化 处 理 。 现 以 例 4-2-2 为 例 ， 
示范 如 下 。 


分 离 变量 ,得 
К 
y z 
对 方程 两 端 同 时 积分 ,得 
Iny = In 1 +С (为 计算 方便 ,C 取 为 InC) 
化 简 ,得 Iny=In © 
即 ›=© 
= 
其 中 ,C 为 任意 常数 。 


Ф] 4-2-3 求 微分 方程 yz 一 1)dy 一 z(Cy + 1)dr=0 的 通 解 。 
解 分 离 变量 ,得 


y = 1 ч 
和 
对 方程 两 端 同 时 积分 ,得 
асу + D аса D+ Inc 
所 以 , 原 方程 的 通 解 为 


y +1 =C? —1) 


"4.2.2 齐 次 方程 


在 一 阶 方程 中 ,可 以 直接 分 离 变量 的 只 占 少 数 。 但 有 些 方程 通过 适当 的 变量 替换 后 
就 可 以 直接 分 离 变量 , 齐 次 方程 就 是 其 中 的 一 种 。 
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MERRE m E= /[ 2 ] 的 微分 方程 称 为 齐 次 微分 方程 ,简称 齐 次 方程 。 例如 ,方程 


x 


dy yy d ry = 
dx А m Tm? dr х—у 


都 是 齐 次 方程 。 
齐 次 方程 的 解法 是 引进 新 的 变量 wu 一 关 ,使 方程 转换 为 可 分 离 变量 的 方程 ,然后 
求解 。 


例 4-2-4 求 微分 方程 9 一 上 二 > 的 通 解 。 
ху 
dy _ z+ 5 1+2 d 
E a fej 6 и T.M) уи ВОН A 
к х—у т 12. = x 
T 
ede, ЖЕКИ ЗИКА ЖЛЕ. 
„бф _ 1+и 
ii de ї=—ш 
整理 ,得 
x 9 — lHa? 
dx 1—и 
分 离 变 量 ,得 
1—=и ndez 
кы” Т £ 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
arctanu — + In(1 +) = Inz=+ InC 
即 
ене. 
1+и? 


换 回 原 变 量 , 得 通 解 为 
eme? = Ç ye Fy 
B 4-2-5 求 微 分 方程 у =+ tan сие. 


即 


即 


即 
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V 
分 离 变 量 ,得 
cotudu = Л iy 
£ 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
t 
7 = [4ш 
由 此 可 得 
lnsinx = lnz 十 lnC 
sinu = Cr 
换 回 原 变量 ,得 通 解 为 


sin PA = Ст 

y 一 ZarcsinC 工 
Ф] 4-2-6 求 微 分 方程 (% 一 3z2)dz 十 2zydy 一 0 的 通 解 。 
解 ” 原 方程 可 变形 为 


dy _ За? — ° 


dx 2ху 
将 右 端 分 式 的 分 子 、 分 母 同 除 以 zx? ,得 


2 7. 
=a 
令 «=, Аз 得 
du _ 3— u? 
utgi de Юй 
分 离 变量 ,得 
и 
30 zy du — 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
2и = 
Pausa ПЕ 
由 此 可 得 


Lha w) = Iz + ( yc) (为 计算 方便 ,C 取 为 一 二 mc ] 


In(1 — u)? = In(C-3zx) 


za(1 一 好 ) = C 
换 回 原 变量 ,得 通 解 为 


а — ху? = 
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4.2.3 一 阶 线性 微分 方程 


具有 以 下 形式 的 方程 称 为 一 阶 线性 微分 方程 ,简称 一 阶 线性 方程 。 
у + P(z)y = Q(z) (4-2-1) 
其 中 ,P(z) ,Q(z) 都 是 已 知 连 续 函 数 。 它 的 特点 是 : 右边 是 已 知 函 数 ,左边 的 每 项 中 仅 含 
y 或 y , 且 均 为 y 或 y 的 一 次 项 。 
E Q(x) 二 0, 则 方程 变 为 
y + P(z)y = 0 (4-2-2) 
称 为 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 ,简称 线性 齐 次 方程 。 若 Q(x) 不 恒 为 0, 则 称 方程 (4-2-1) 为 
一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,简称 一 阶 线性 非 齐 次 方程 。 方 程 (4-2-2) 称 为 方程 (4-2-1) 所 
对 应 的 线性 齐 次 方程 。 


例如 ,方程 y 一 2zy 一 0 和 > 十 二 зіп? 2—0 分 别 是 一 阶 线性 齐 次 方程 和 一 阶 线性 
非 齐 次 方程 ,而 方程 y 一 2y’ 十 1==0 不 是 线性 方程 , 它 是 一 个 非 线性 方程 。 

下 面 依次 讨论 一 阶 线性 齐 次 方程 与 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 求解 方法 。 

1. 一 阶 线性 齐 次 方程 的 解法 

不 难看 出 ,一 阶 线性 齐 次 方程 y 十 P(z)y==0 是 一 个 变量 可 分 离 方 程 。 分 离 变量 ,得 


= PCz)dz 
y 


对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
lny 一 一 [Pede 十 ja 
整理 ,得 一 阶 线性 齐 次 方程 的 通 解 为 


一 |PCnDdr 


у = Се 
例 4-2-7 RTE у —22у=0 的 通 解 。 
解 方法 1( 分 离 变量 法 ) : 原 方程 可 转换 为 


(C 为 任意 常数 ) (4-2-3) 


7 = 21у 
dz 
分 离 变量 ,得 
оа, 
Бу 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
lny = z: + InC 


整理 ,得 一 阶 线性 齐 次 方程 的 通 解 为 
у= Се“ (C 为 任意 常数 ) 
方法 2( 公 式 法 ) : 这 是 一 个 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 ,其 中 PCz) 王 一 2z, 由 此 算出 


[Р (тх)ат | 2zdz = x° 
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由 通 解 公式 即 可 得 到 方程 的 通 解 为 
у= Се = Се? (C 为 任意 常数 ) 
例 4-2-8 RIFE у + (ѕіпх) у=0 的 通 解 。 
解 这 是 一 个 一 阶 线性 齐 次 方程 ,其 中 P(z) 二 sinz, 由 此 算出 
[Pda [заа = cosx 
由 通 解 公式 即 可 得 到 方程 的 通 解 为 


у = Ce 


2. 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 解法 


"4 Q(z)Z0 时 ,由 于 方程 (4-2-2) 是 方程 (4-2-1) 在 (2) =0 时 的 特殊 情况 ,所 以 方 
程 (4-2-2) 的 通 解 也 应 是 方程 (4-2-1) 的 通 解 的 特殊 情况 。 于 是 当 Q(z) 为 非 零 函 数 时 ， 
可 以 设想 方程 (4-2-2) 的 通 解 公式 (4-2-3) 中 的 C 应 为 x 的 函数 CCz), 即 设 方程 (4-2-1) 


AEM y = CCz)e PO 的 解 。 


Ж у = Сокет 代入 方程 (4-2-1) 中 ,得 
Get _ quypaq Ps, puyaqa ®” — об 
即 
Собе" 
故 Clz) = face. aa +С 
于 是 得 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 公 式 为 
y = Ot (c+ есе) (4-2-4) 


其 中 ,各 个 不 定 积分 都 只 表示 了 对 应 的 被 积 函数 的 一 个 原 函 数 。 
上 面 将 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 中 任意 常数 C 换 成 待定 函数 C(z) ,然后 求 得 线性 
非 齐 次 方程 的 通 解 的 方法 , 叫 作 常数 变易 法 。 


例 4-2-9 求 微分 方程 牧 十 了 二 3z 的 通 解 。 
解 解法 1( 常 数 变 易 法 ): 此 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 


+ly=0 
分 离 变 量 ,得 
Tay == 
对 方程 两 端 同 时 积分 ,得 
lny =— Inz + InC 


从 而 得 齐 次 方程 的 通 解 为 
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y= 


设 原 方程 的 解 为 y 一 加, 代入 原 方程 ,得 


zC'(z) — CG) IE AEZ 


Т + 32 
= < 2 
化 简 ,得 С'(2) = 32° 
积分 ,得 C(z=)=x*+C 


将 CCD) 代 入 式 y 一 CC 中 ,得 原 方程 的 通 解 为 
у= LG: +O 
解法 2( 公 式 法 ) : Рс) 1,90) 3, 
代入 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 公式 ,得 
y= М“ (c+ [зае 
例 4-2-10 求解 初 值 问 题 : 


de) e= (c зача) = 1 (Сера 


y —y= e= 
b lz=0 = 0 


解 ”这 是 一 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 中 Р(х) 1,002) =e, КА 


性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 公式 ,得 
y= = “(с + fere еа) e (C+ |а) = Ce +e” 
将 yla =0 代入 , 求 得 C= 一 1。 
故此 初 值 问题 的 解 为 y= е ет 
例 4-2-11 求 微分 方程 (2z 一 内 )dy 一 ydz=0 的 通 解 。 
解 ” 此 方程 可 转换 为 


dy _ у 
dr 22— у? 


= 0 


阶 线 


它 不 是 关于 未 知 函数 y 的 一 阶 线性 微分 方程 。 如 果 将 x 看 作 y 的 函数 , 则 方程 可 转 


换 为 
dr _ 2z—yš 2 шу 
dy y g АЫ 
整理 ,得 
de 2 
8 Ei 


这 是 一 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 中 P(y) =- Qo) 一 一 y。 由 通 解 公 


_ Fow (c+ Jawe "a,) 
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可 得 


-ly E 
еар. (с+/ ya dy)= “(с [> 二 dy]- УС њу) 


"4.2.4 一 阶 微分 方程 应 用 举例 


在 自然 现象 和 工程 技术 中 ,对 许多 问题 的 研究 都 可 归结 为 求解 微分 方程 ,微分 方程 将 
数学 理论 与 实际 联系 到 了 一 起 。 

应 用 微分 方程 解决 实际 问题 的 一 般 步骤 如 下 。 

(1) 建立 微分 方程 。 根 据 实际 问题 , 找 出 未 知 函 数 与 其 导数 或 微分 之 间 的 关系 式 , 建 
立 微分 方程 ,确定 初始 条 件 。 

D 求 微分 方程 的 通 解 。 判 断 微分 方程 的 类 型 , 求 出 微分 方程 的 通 解 。 

(3) 确定 特 解 。 由 初始 条 件 确定 所 求 的 特 解 。 

建立 微分 方程 是 微分 方程 应 用 中 的 重点 ,要 根据 导数 的 几何 意义 与 物理 意义 ,把 实际 
问题 中 所 涉及 的 曲线 的 切线 的 斜率 、 变 速 直 线 运 动 中 物体 的 速度 或 加 速度 等 用 相应 函数 
的 导数 表示 出 来 ,再 应 用 几何 或 物理 中 的 有 关 知 识 建立 微分 方程 。 

例 4-2-12 已 知 一 平面 曲线 过 点 (0,0) ,上 且 在 其 上 任 一 点 M(z,y) 处 的 切线 斜率 等 于 
该 点 的 横 、 纵 坐标 之 和 , 求 此 曲线 方程 。 

解 ” 设 曲线 方程 为 y==/(xz)。 由 导数 的 几何 意义 知 : 


У = =+y 


即 у—у=х 

这 是 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 中 P(x) 三 一 1,Q(z) 二 x+。 由 通 解 公式 得 

у= ее (C+ fee ax) е(С— a gy = Се — х — 1 
又 因 曲 线 过 点 (0,0) ,将 0, у 0 代入 通 解 中 ,得 C 二 1。 从 而 所 求 曲 线 方程 为 
у=е—х—1 

Bi 4-2-13 ” 设 一 般 轮 船 在 水 上 做 直线 运动 。 当 其 推进 器 停止 时 船 的 速度 为 w 。 已 知 
船 在 水 上 运动 时 ,所 受 水 的 阻力 与 船 速 的 平方 成 正比 (比例 系数 为 mk,m 为 船 的 质量 ) 。 
问 经 过 多 少时 间 船 速 减 为 原 速 的 一 半 。 

解 设 1=0 时 ,推进 器 停止 ,此 时 船 的 速度 为 v|,-。 二 vo。。 船 所 受 的 外 力 即 阻力 

f = mkv? 
由 牛顿 第 二 运动 定律 F=ma.n[ 81 
— mkv’ = ma = z (由 于 阻力 与 速度 方向 相反 , 取 负 号 ) 


dt 
整理 ,得 初 值 问题 
до _ 
v |—о = vo 


这 是 一 个 可 分 离 变量 的 方程 ,通过 分 离 变量 ,对 方程 两 端 同 时 积分 ,得 通 解 为 
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L 


将 初始 条 件 vli- =v 代入 ,得 c=. 
因此 初 值 问题 的 解 为 


To 


? T DF kost 
"o= RAER MRE =z, 
Vo 


所 以 ,当时 间 经 过 起- 时 , 船 速 减 为 原 束 的 一 半 。 

由 例 4-2-13 可 以 看 出 ,在 运动 问题 中 ,一 般 是 从 牛顿 第 二 运动 定律 Е= та 出 发 来 建 
立 微 分 方程 ,其 中 下 是 物体 所 受 的 外 力 ,加 速度 a 

例 4-2-14 已 知 物体 在 空气 中 冷却 的 速率 与 该 物体 及 空气 两 者 的 温度 差 成 正比 。 设 
有 一 瓶 热 水 。 水 温 原 来 是 100C ,空气 的 温度 是 20C ,经 过 20 小 时 后 , 瓶 内 水 温 降 到 
60°C , 求 瓶 内 水 温 的 变化 规律 。 

解 ” 设 瓶 内 水 温 y 与 时 间 / 之 间 的 函数 关系 为 ?一 >(0), 则 水 的 冷却 速率 为 中 。 在 
水 的 冷却 过 程 中 ,空气 的 温度 不 变 。 

依 题 意 ,有 


a 


а = = 
q = k(y— 20) 
其 中 必 是 比例 系数 (人 >0)。 由 于 y 二 y(0) 是 单调 减少 的 , 即 代 <0, 所 以 上 式 右 端 前 加 负 


号 ,由 此 ,此 初 值 问 题 为 


= =— k(y— 20) 
y |,-o = 100 
这 是 一 个 可 分 离 变量 的 微分 方程 。 
分 离 变量 ,得 — 一 地 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 ln(y—20)=—kt+lnC 
整理 ,得 у—20= Сет“ 
将 初始 条 件 y|,-o。 二 100 代入 上 式 , 得 C=80。 
于 是 此 初 值 问 题 的 解 为 y=80e* 十 20 


其 中 ,比例 系数 可 由 题目 中 的 另 一 条 件 y1,-o 二 60 来 确定 , 即 
60 = 80е72%* + 20 


m k. ыл 
解 得 k= —51п0. 5^0. 0347 
因此 水 温 与 时 间 的 函数 关系 为 > 一 80e “十 20。 


习题 4-2 
1. 求 下 列 可 分 离 变量 方程 的 解 。 
(1) 2z’ yy =y +1 


(3) (1++е®)уу'=е" 


е (1+5) М1+а? dy=0 
(5) 


1 
Эа 


(лу К 
yl||=-i=1 


“2. 求 下 列 齐 次 方程 的 解 。 


(1) у+= de S 45 


(з) 4 


= ЕД 
кт yln 


з. 求 下 列 一 阶 线性 微分 方程 的 解 。 
(1) SY =o 
T 


(3) 2y — y=" 
i > 
ylz=0=1 


“4. 质量 为 m WEERA ЄЎ ЕЛЕЙ Т.Т 
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(2) cos0+-rsin0 90 9 
dr 


(4) у=1+х+у*+ху? 

к]. 

ү =: 
ylz=2=1 


@ dz 十 zydy 一 ydz 十 ydy 
人 =? 


(2) жу —y— ууа? =0 


(4) (а у) ах —zydy=0 


лу Бу=соѕт 
(6) | 


yl.-,=1 


受 空气 的 阻力 与 下 降 速度 成 正比 (比例 系 


数 为 常数 &>0), 且 伞 张 开 时 的 速度 为 0(( 王 0)。 求 下 降 的 速度 v 与 时 间 : 的 函数 关系 。 


4.3 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 


本 节 讨 论 二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 , 即 高 阶 微分 方程 。 对 于 具有 一 些 特点 的 高 阶 
微分 方程 ,在 求解 时 ,常常 采用 逐步 降低 方程 阶 数 的 方法 。 下 面 介 绍 3 种 容易 降 阶 的 高 阶 


微分 方程 的 求解 方法 。 
4.3.1 


右 端 仅 含 自 变量 x 的 方程 


对 于 右 端 仅 含 自 变量 z IEU y” = fa), RIGE y” ?作为 新 的 未 知 函数 ,那么 
上 式 就 是 一 个 以 y” ”为 新 未 知 函 数 的 一 阶 微分 方程 , 即 


ау”) 
аг 


= (=) 
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对 方程 两 端 同 时 积分 ,得 
90 = Гуса + 
同 理 可 得 
90 = fhod |+ 


因此 АВ n WME RENE у” = Са) ЙОН n 4° TE S Ж 9k 19 И. , 
Ф] 4-3-1 Ж y =x— cosx 的 通 解 。 
# ”对 该 方程 连续 积分 三 次 ,分 别 得 


„2 
аЙ = T = ѕіпх +C 


, 


„3 
у = T 十 cosz 十 Crz +С, 


4 š а 4 1 
у= э + sinz +С +С,х + С, (с. = 36) 


4.3.2 右 端 不 显 含 未 知 函 数 y 的 方程 


对 于 右 端 不 显 含 未 知 函数 у 的 方程 如 у = fOe. ) ,为 把 方程 降 阶 , 设 = pa) ,那么 


у= =%® 


此 方程 可 转换 为 P= fap , 它 是 关于 变量 тур 的 一 阶 微分 方程 。 


设 它 的 通 解 为 5 一 9Cz:Cb), 即 钮 一 gz,Ci) , 它 是 关于 у 的 一 阶 微分 方程 。 通 过 积 
分 可 得 原 方程 的 通 解 为 
y= fec: Jdr + C, 


BJ 4-3-2 求 微分 方程 (1 十 xz?)y 一 2zy 满足 初 值 条 件 y|,-o 二 1,y |.- = 3 的 特 解 。 
解 方程 属于 y= 二/(z,y ) 类 型 , 故 令 y 二 p(xz), 得 


, _ 2 —_ dó 

=й = 
将 原 方程 转换 为 

G+z) $Ë = 22р 

分 离 变量 ,得 

dp — _2z у, 

P T L Pa 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 

lnp = In(1 +z?) +1аС, 

整理 ,得 


p = у =G +-x2) 
由 于 у 1.-.=3,18 C, =3,Bl 
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y = 3(1+ z) 
积分 得 
y = 22 + 3z + C; 
又 由 于 yle- = 1,48 Cs 二 1, 从 而 所 求 通 解 为 
?一 好 十 3z 十 1 
由 上 面 的 解法 可 见 ,在 求 特 解 的 运算 过 程 中 ,出 现任 意 常数 后 ,马上 用 初始 条 件 代 入 ， 
确定 任意 常数 ,可 使 运算 过 程 简 化 。 


“4.3.3 右 端 不 显 含 自 变量 x 的 方程 


对 于 右 端 不 显 含 自 变量 x 的 方程 如 y 一 A(y,y ) ,为 把 方程 降 阶 , 设 y 二 p(y), 将 y 
看 作 中 间 变 量 ,此 时 


y=% 4р, dy _ 
š: dr dy dz 


因此 方程 降 阶 为 p 与 y 之 间 的 一 个 一 阶 微分 方程 
y. = /yp 
设 它 的 通 解 为 y =p==p(y,C1), 即 


.dp 
Hg 


бу = ф(у,С,) 

分 离 变量 ,得 
dy — 4. 
p(y,C1) ЧЕ 


对 上 式 两 端 同 时 积分 ,得 


| dy EGA 


例 4-3-3 求 微分 方程 yy — y =0 的 通 解 。 
解 ” 该 方程 属于 不 显 含 zx 的 类 型 , 设 y 二 p(y) ,得 


„ар _ dp Чу .dp 
У 4 dy dz P йу 


代入 方程 , 则 方程 转换 为 


它 相当 于 两 个 方程 , p 一 0 5 y- P- р=0, 
由 第 一 个 方程 解 得 > 一 C。 

对 第 二 个 方程 可 用 分 离 变 量 法 解 。 
分 离 变量 ,得 
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ар dy 
b У 
对 上 式 两 端 同 时 积分 ,得 
Іар = lny + InC, 
整理 ,得 
p= у = Су 
ш =Cy 
再 分 离 变量 、 积 分 ,得 
lny = Ciz 十 lnC， 
整理 ,得 


y = Сес 
这 是 原 方程 的 通 解 ( 解 * 一 C 包含 在 这 个 通 解 中 , 即 С, =0 的 情形 ) 。 
例 4-3-4” 求 微分 方程 2yy 二 1 十 y* 满足 初 值 条 件 y|,-。 二 1,y laeo =1 的 特 解 。 
є а Д 
程 转换 为 
2yp 92 一 1 十 力 : 
分 离 变量 ,得 


2pdp _ dy 
1+0 y 


对 上 式 两 端 同 时 积分 ,得 
In + p°) = lny + InG, 


即 
1+p = С.у 
将 yla =1,y l0 =1 RAER. С =2, W р =2y—1, В 
p =+ /2y—1 
由 于 方程 要 求 的 是 满足 初始 条 件 y о = 1 的 解 ,所 以 取 正 的 一 支 , 即 
L= yT 
分 离 变量 ,得 
d 
== = dz 
对 上 式 两 端 同时 积分 ,得 
V2y—1 = 2+6, 


将 初始 条 件 yle- = 1 代入 ,得 C; 二 1。 故 此 初 值 问题 的 解 为 
V2y 一 1 =x+1 
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习题 4.3 
І. 求 下 列 方程 的 通 解 。 
(1) y”=<=+-sin= (2) y”=e>—cosz (3) у” = ле" 

” 1 ” , ns 
D y — 0 (5) yy=1+(y)° (6) y 一 y += 
2. 求 下 列 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 。 

у" =e у”=е” 

y|:=: 一 0 y|:=1=0 
GE , 147; 

x |:=1=0 y | =1 一 0 

у" 1.-.=0 y 1.-1=0 

У=345 у—‹”—о 
(3) Jyl:-o=1 (4) 4y|:-0=0 

у 1.-0=2 y 1.-0=0 


44 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 


二 阶 线性 微分 方程 与 一 阶 线性 微分 方程 相 比 ,求解 要 复杂 得 多 。 一 阶 线性 微分 方程 
有 统一 的 求解 公式 ,二 阶 线性 微分 方程 却 没 有 。 但 是 当 二 阶 线性 微分 方程 中 ysy ,> 的 
系数 是 常数 时 ,就 有 了 统一 的 求解 方法 。 本 节 主 要 介绍 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 求解 
РЧА 
二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 形式 如 下 : 
y + ру + qy = f(z) 
其 中 ,p,g EWROS OOE z WE ТРА. 


当 fer) A0 时 , 称 方程 
yY + ру + ду = f(z) (4-4-1) 
为 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 。 
当 /(z) 三 0 时 ,方程 变 为 
y'+ ру +qy = 0 (4-4-2) 


称 为 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 。 


4.4.1 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 
定理 4-4-1 如 果 函 数 wm 与 y, 是 二 阶 线性 齐 次 方程 Уру +чу=0 的 两 个 特 解 ， 
тат у= С.у Суг (C, ,C, 是 任意 常数 ) 是 二 阶 线性 齐 次 方程 Y 十 py 十 


qy= 0 的 通 解 。 
证 明 由 于 > 与 y ORREK KIE y+ py +чу=0 的 解 , 所 以 
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yit ру\+ gyi = 0 


y> рут qyz: = 0 
将 у= Су +С» у» 代入 二 阶 线性 齐 次 方程 YY 十 py 十 ay 一 0, 得 
у + py tqy= (Суу, + С, уз)” Б рССу Суз)” + 4(С у + C;yz) 
= С, (yit pyi+-qyi) + C, (y;+ рут дуз) 
=C,-0+G .0=0 
Ш y 一 Ciy +С; у, 是 二 阶 线性 齐 次 方程 Y 十 py 十 gy 二 0 的 解 。 


又 因为 六 非 常数 ,所 以 C1,C; 不 能 合并 , 即 > 中 含有 两 个 独立 的 任意 常数 C ,C;, 因 
此 > 一 Ciy +С; у, 是 二 阶 线性 齐 次 方程 yY 十 py +чу=0 的 通 解 。 

证 毕 。 

满足 条 件 洒 非常 数 的 两 个 解 , 称 为 线性 无 关 的 解 ,否则 称 为 线性 相关 的 解 。 


由 定理 4-4-1 可 知 , 求 二 阶 线性 齐 次 方程 y+ ру 十 gy 二 0 的 通 解 可 归纳 为 求 它 的 两 
个 线性 无 关 的 特 解 。 如 何 求 出 二 阶 线性 齐 次 方程 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 呢 ? 考虑 二 阶 线 
性 齐 次 方程 ,要 使 未 知 函 数 与 它 的 导数 、 二 阶 导数 之 间 只 相差 常数 因子 , 则 它们 应 该 是 同 
类 函数 ,由 于 只 有 指数 函数 才 具 有 这 种 性 质 ,因此 可 狂想 指数 函数 y = e= 有 可 能 就 是 二 阶 
线性 齐 次 方程 的 解 。 
将 y=e"”,y =re ,y=r?e” 代 入 方程 y 十 py +ду=0 中 ,得 
е (7? + рг +9) = 0 


因为 e 520, ТА 
т? + р +q= 0 (4-4-3) 

这 说 明 , 只 要 是 方程 (4-4-3) 的 根 ,那么 函数 > 一 时 就 一 定 是 方程 (4-4-2) 的 解 。 这 样 
就 把 解 微 分 方程 的 问题 转化 为 代数 方程 求 根 的 问题 。 

称 代数 方程 户 十 pr 十 g 二 0 为 方程 yw 十 py' 十 gy 二 0 的 特征 方程 ,其 中 ror 的 系数 及 
常数 项 恰好 依次 是 方程 y 十 py +ду=0 Ф у'.у Ж у 的 系数 。 特 征 方程 的 两 个 根 称 为 特 
征 根 。 

特征 根 是 一 个 二 次 方程 的 根 , 按 二 次 方程 根 的 判别 式 , 有 下 列 3 种 不 同 的 情形 。 

(1) ni ,rs 是 两 个 不 相等 的 实 根 。 因 为 yi =en ,ys 二 er* 是 方程 (4-4-2) 的 两 个 特 解 ， 
H =e ”非常 数 , 即 它们 线性 无 关 。 由 定理 4-4-1 可 知 ,方程 (4-4-2) 的 通 解 为 

y = Cen + Cre 

例 4-4-1 求 微分 方程 Y 一 一 12y 一 0 的 通 解 。 

解 ”该 微分 方程 的 特征 方程 为 

0 —р— 12 = 0 
其 特征 根 为 


r 一 一 3， r, = 4 


所 以 方程 的 通 解 为 
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у = Cle + Се 
BI 4-4-2 求 微分 方程 Y 一 3y =0 的 通 解 。 
解 ” 该 微分 方程 的 特征 方程 为 
天 一 3r 王 0 
其 特征 根 为 
т = 0, т = 3 
所 以 方程 的 通 解 为 
y = O, +C 
(2) ri,rs 是 两 个 相等 的 实 根 。 由 于 二 ro, 因此 只 能 得 到 方程 (4-4-2) 的 一 个 特 解 
和 1 二 en7, 仍 需要 求 出 另 一 个 与 у, 线性 无 关 的 特 解 yao 为 此 设 半 一 w(z) 非 常数 , 则 有 
уг =и(х) y ,其 中 x(Cz) 为 待定 函数 。 
将 ys 二 u(xz)yi 二 w(x)en" 代 入 方程 (4-4-2) 中 ,得 
(иСа)ел*)" + p(u(z)en*)' +qu(r)en* = 0 
整理 ,得 


enz[ (а) + (2 + pu (z) + Gri + pri + q)u(a=)] = 0 
H T. r, 是 特征 方程 局 十 pr 十 g 二 0 WEIR, AE rit pr 1+9=0 R. 2r + p=0; ХІ 
为 em 天 0, 所 以 有 


и (2) 一 0 
解 得 
u(z) = Cl + C;=z 
即 满足 条 件 的 u(x) 有 无 穷 多 个 。 取 其 中 最 简单 的 一 个 不 为 常数 的 解 u(x) 二 x+, 由 此 得 到 
方程 (4-4-2) 的 另 一 特 解 为 
ya = xen? 
从 而 方程 (4-4-2) 的 通 解 为 
y = (Ci + CG;z)e"* 
BJ 4-4-3 求 微分 方程 Y 十 6y +9у=0 的 通 解 。 
解 ” 该 微分 方程 的 特征 方程 为 
天 十 6r 十 9 一 0 
其 特征 根 为 
r = rz 一 一 3 
所 以 方程 的 通 解 为 
y = (Ci + C,z)e** 


(3) парт =a ip (020) — АЕН, FES e ЕГИ. уу ел = 
ее yy 一 ex 一 e + 是 方程 (4-4-2) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 ,但 这 两 个 特 解 中 含有 复 
数 , 不 便于 应 用 。 为 了 得 到 方程 (4-4-2) 的 不 含有 复数 的 解 , 利 用 欧 拉 公 
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ei = cosl + isin 
把 у 和 Уг 改写 为 
ур = ei = et — ese = c= (созу + isinBz) 
уг = е = е'С®* = ee = es (cosBz — isinpr) 


利用 定理 4-4-1, 可 得 微分 方程 (4-4-2) 的 两 个 解 为 


W = +O + yz) = е“соз#т 


J: = wO — уз) = e” sinpx 
MEAP 与 y* 线性 无 关 , 所 以 ,微分 方程 (4-4-2) 的 通 解 为 
y = С, уу + C; уг = e” (CcosBzr + Cs;sin8z ) 
综合 上 面 的 讨论 可 知 ,求解 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 步骤 如 下 。 
第 1 步 : 写 出 微分 方程 的 特征 方程 ?十 pr 十 gq 二 0; 
第 2 步 : 求 出 特征 方程 的 特征 根 ri oras 
第 3 步 : 根据 ,rs 的 3 种 不 同情 况 , 按 表 4-4-1 写 出 方程 的 通 解 。 


表 4-4-1 
特征 方程 + pri-q=0 的 两 个 根 方程 yy 十 py +ау=0 的 通 解 
两 个 相 异 实 根 r= r; у= Сел" Сет“ 
两 个 相等 实 根 r = 3 一 (Ci 十 Caz)enz 
Н ER л азів y=" (CicosBz + Cssingz) 


例 4-4-4 求 微 分 方程 yY 十 2y' +4у=0 的 通 解 。 
解 ” 该 微分 方程 的 特征 方程 为 
下 十 2r 十 4 二 0 
其 特征 根 为 
ra 一 一 1 士 V3i (a=—1,8= /3) 
所 以 方程 的 通 解 为 
y= e*(Cicos /З + C,sin /3z) 


4.4.2 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 


EH 4-4-2 у" 是 非 齐 次 线性 微分 方程 (4-4-1) 的 一 个 特 解 ,Y 是 对 应 的 齐 次 方 
程 (4-4-2) 的 通 解 , 则 y= 二 Y 十 y* 是 非 齐 次 线性 微分 方程 (4-4-1) 的 通 解 。 
证 明 因为 y* 是 非 齐 次 线性 微分 方程 (4-4-1) 的 解 , 故 有 
y” + ру” +qy” = f(z) 
又 因为 Y 是 齐 次 线性 微分 方程 (4-4-2) 的 解 , 故 有 
Y+pY +9Ү = 0 
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因此 
Yy Y HPY +y Y +q(Y+ y") 
=Y" +Y +qY) Hy toy +a“) 
=0+ f(z) 
= fla) 
由 于 Y 中 含有 两 个 独立 的 任意 常数 ,可 知 y=Y+ y 是 非 齐 次 方程 (4-4-1) 的 通 解 。 
证 毕 。 
由 定理 4-4-2 可 知 , 求 方程 (4-4-1) 的 通 解 时 ,可 先 求 出 它 对 应 的 线性 齐 次 方 
程 (4-4-2) 的 通 解 Y 和 方程 (4-4-1) 的 一 个 特 解 y" ,再 相 加 便 可 得 方程 (4-4-1) 的 通 解 。Y 的 
求法 已 经 讨论 过 ,所 以 下 面 只 要 讨论 如 何 求 线性 非 齐 次 微分 方程 (4-4-1) 的 一 个 特 解 就 可 以 了 。 
下 面 仅 就 /(z) 的 两 种 常见 形式 进行 讨论 。 
A) fG:)= P, (1) (其 中 4 是 常数 ,P, (xz) 是 zz 的 一 个 n 次 多 项 式 )。 此 时 , 方 
程 (4-4-1) 成 为 


y + py' +qy = Р„(х)е“ (4-4-4) 
因为 /(z) 是 多 项 式 P,(z) 与 指数 函数 es 的 乘积 ,而 多 项 式 与 指数 函数 的 导数 仍 是 
同一 类 函数 。 因 此 设想 方程 (4-4-4) 的 特 解 为 y* SRA (Q(z) 为 x 的 未 知 多 项 式 )。 
对 y* 求 导 , 得 
y” =Q (r) + 2lQ(z)e* 
y” = Q'(a)e + 2А0'(х)е” HRA) 
代入 方程 ,消去 е^ ,得 
902) + (2) + PQ 020) + (А + p) +q)Q(z) = P, (x) (4-4-5) 
式 (4-4-5) 两 端 都 是 z 的 多 项 式 ,QCz) 的 次 数 应 使 方程 左 端的 次 数 等 于 右 端 多 项 式 
的 次 数 2。 由 于 多 项 式 求 导 一 次 就 降 宕 一 次 , 故 分 以 下 3 种 情形 进行 讨论 。 
OD åA? + pà +q 0 时 ,4 不 是 相应 的 线性 齐 次 方程 的 特征 方程 ?十 pr 十 g 二 0 的 特征 
根 ,由 式 (4-4-5) 知 ,Q(z) 的 次 数 应 和 P, C) JK Er n ЖИ]. 
@ А +рА+д= 0.18 2A + p0 В, ВА 是 特征 方程 "十 pr 十 g 二 0 的 特征 单 根 ， 
式 (4-4-5) 左 端的 次 数 由 Q(x) 决定。 比较 两 边 可 知 ,Q(z) 应 为 n 十 1 次 多 项 式 。 
@ А?++рА+4=0 R 24 十 p= 二 0 В, ВА 是 特征 方程 r? 十 pr 十 gq 二 0 的 特征 重 根 时 ， 
式 (4-4-5) 变 为 Q(x) 二 P(x) ,这 表明 Q(z) 的 次 数 应 与 右 端 的 次 数 相同 ,说 明 Q(x) 应 
为 n 十 2 次 多 项 式 。 
综 上 所 述 , 对 于 方程 у + ру 十 gy 二 P,(z)e* ,可 设 特 解 为 y* =Q, (z) et ,其 中 
Q,(z) 是 与 P,(z) 同 次 的 多 项 式 , 其 系数 待定 ,而 
0 4 不 是 特征 根 
b= 11 4 是 特征 单 根 
2 4 是 特征 重 根 
B 4-4-5 求 微分 方程 Y 十 y 十 2y 一 (8z 十 13)e# 的 一 个 特 解 。 
解 因为 /(x) 二 (8z 十 13)e”. 则 4==2 不 是 特征 方程 的 特征 根 ,所 以 取 k==0, 故 设 方 
程 的 特 解 为 
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у* = (Ах + B)e** 
求 导数 ,得 
y” = [2Az + СА+2В)]е” 
у*” = [4Ar + (4A + 4B) ]e” 
代入 原 方程 ,消去 A0, 8,19 


8Ar + (5А +8В) 一 8z 十 13 
比较 同 次 项 系数 ,有 
ЗА = 8 
вА 十 8B = 13 
2 А=1 
解 得 sas 


所 以 原 方程 的 一 个 特 解 为 
у“ = (z+ 1)e** 
例 4-4-6 求 微分 方程 +2y =32 的 一 个 特 解 。 
解 0 УС) 3а = За ей", А = 0 是 特征 方程 r 20 的 特征 单 根 ,所 以 取 
k 二 1。 故 设 方程 的 一 个 特 解 为 

у“ = z=(Axz2 + Br + C) 
求 导数 ,得 

y“ = 3Az! +2B +C 

y`” = 6Ах + 2В 
代入 原 方程 ,整理 ,得 

6Az? 十 (6A 十 4B)z 十 2B 十 2C = 322 

比较 同 次 项 系数 ,有 


所 以 原 方程 的 一 个 特 解 为 


Ф] 4-4-7 求 微 分 方程 六 一 5y +6y= xe” 的 通 解 。 
解 ” 该 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 

y — 5у 十 6y 一 0 
其 特征 方程 为 
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天 一 5r 十 6 一 0 
特征 根 为 二 2,rs 二 3, 故 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y = Ge +C 
由 于 一 2 是 特征 方程 的 单 根 , 所 以 取 k=1, 故 设 非 齐 次 方程 的 特 解 为 
у” = z(Ar + B)e*>* 
y” = [2Ах* + (2A +2В) = + B]e” 
y*” = [4Ах* + (8А +4В) = + 2А + 4B]e> 
代入 非 齐 次 方程 ,消去 е^ 520,09 
—2A=+2A—B= = 


比较 同 次 项 系数 ,得 
—2А =1 
Don =0 
解 得 
4 
B = 一 1 


从 而 得 该 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
у= Ируз Ce tCer +z( 1, l) 


(2) /(z) 二 ew [acosBz 十 bsinBx]。 此 时 方程 (4-4-1) 成 为 
y" + ру' + ду = e [acosBz + bsin8= ] (4-4-6) 
由 于 指数 函数 es: 的 各 阶 导 数 仍 是 指数 函数 ,正弦 函数 和 余弦 函数 的 各 阶 导 数 也 总 是 


正弦 函数 或 余弦 函数 ,因此 方程 的 特 解 也 应 属于 同一 类 型 函数 的 乘积 , 故 设 它 的 特 解 为 : 


у* = zte" (AcosBz + Bsin8z ) 


其 中 ,A,B 为 待定 的 常数 ,而 


k= 0 ae 士 论 不 是 相应 的 齐 次 方程 的 特征 根 
11 a+ 讼 是 相应 的 齐 次 方程 的 特征 根 
Ф] 4-4-8 求 微 分 方程 y +y —2y= sins 的 一 个 特 解 。 


解 由 于 =0,8=1,a 士 ip= 士 1 不 是 特征 方程 于 十 ”一 2 三 0 的 特征 根 ,所 以 取 k 二 0。 


故 设 方程 的 一 个 特 解 为 


у“ 一 Acosz 十 Bsinz 
求 导 数 ,得 


y” =— Азїпх + Bcosz 
у*” =— Acosz — Bsinz= 


代入 微分 方程 ,得 
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(— ЗА + В)созх + (— А — 3B)sinx = sinx 


比较 同类 项 系数 ,得 
—3A+B=0 
—A—3B=1 
1 
A=—— 
10 
解 得 
B= Д 
10 
于 是 , 求 得 一 个 特 解 为 
?3” 一 一 证 osx = Š sinz 


例 4-4-9 解 初 值 问题 
У' + y = созт 


y l =1 

y [а-о = 0 
解 ”该 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 为 

y+y=0 
特征 方程 为 2+1=0 
特征 根 为 7 一 士 i 
因此 , 齐 次 方程 的 通 解 为 


Y = C, cosx + Czsinx 


由 于 方程 Wy 十 y= 二 cosz Ф ,a=0,8=1,a+i8= +i ERIEN 2 + 1=0 的 特征 根 , 所 
以 取 k 三 1。 故 设 原 方程 的 特 解 为 
у“ = zx(Acoszt Bsinz) 
求 导数 ,得 
y” = Acosz 十 Bsinz 十 z( 一 Asinz 十 Bcosz) 
y =— 2Азїпх — Br sinx + 2Bcosz — Ax cosx 
代入 微分 方程 ,得 
— 2Asinz + 2Bcosz = cosx 
—2А=0 
同类 项 系数 ,4 
比较 同类 项 系数 ,得 (a 
A=0 
解 得 пар: 
= 
因此 , 原 方程 的 特 解 为 
y = Jesinz 
从 而 原 方程 的 通 解 为 


у=Ү+у` =G сока + C,sinz + +-=sinz 
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将 初始 条 件 代 入 > 及 y 中 ,得 С, =1,.C,=0, ОНА ТАЈА S t 29 


у = cost + Заза 


习题 4-4 
1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 。 
(1) y'+3y'—4y=0 DEOR (3) 光一 2y' 十 2y 一 0 
аг? dt 

(4) y'+3y=0 (5) y'—6y +9у=0 (6) y'—5y =0 
2. 求 下 列 微分 方程 的 特 解 。 

y—4y +3y=0 y —2y =0 y" +9y=0 
(01) bozi (2) 4 y(0)=1 (3) [ozo 

y (0)=10 y (0)=3 y (0)=3 
З. 已 知 特征 方程 的 根 为 下 面 的 形式 , 试 写 出 相应 的 二 阶 齐 次 方程 和 它们 的 通 解 。 
(1) ni=2,7r,=—3 (2) n=r =l (3) nr=—2+isr=—2—i 
4. 求 下 列 微分 方程 的 一 个 特 解 。 
(1) y—y’—2y=zx’+1 (2) y'—y —2у= хе" (3) y—y =e 
(4) y'+4y'+4y=4e (5) y'—y —6y=0sinz (6) y'o?2y=cosozr 
5. 解 下 列 初 值 问题 。 

y'—3y +2y=5 У —y=4xe" 
(1) bozi (2) [o-a 

y (0)=2 y (0)=1 


“6. 一 质量 为 m 的 物体 从 水 面 由 静止 状态 开始 下 降 , 所 受阻 力 与 下 降 速 度 成 正比 ( 比 
例 系数 为 k 二 0) , 求 物体 下 降 深 度 与 时 间 1 的 函数 关系 。 

“7. 一 质点 在 一 直线 上 由 静止 状态 开始 运动 ,其 加 速度 a 二 一 4s(4) 十 3sint, 试 求 运动 
方程 ;==s(1)。 


空间 解析 几何 与 向 量 代数 


在 平面 解析 几何 中 ,通过 坐标 法 把 平面 上 的 点 与 一 对 有 序 的 数 对 应 起 来 ,把 平面 上 的 
图 形 和 方程 对 应 起 来 ,从 而 用 代数 的 方法 来 研究 几何 问题 。 空 间 解析 几何 也 是 按照 类 似 
的 方法 建立 起 来 的 。 本 章 先 引入 向 量 的 概念 ,根据 向 量 的 线性 运算 建立 空间 直角 坐标 系 ， 
然后 利用 坐标 讨论 向 量 的 运算 ,并 介绍 空间 解析 几何 的 有 关内 容 , 主 要 内 容 包括 空间 曲 
面 \ 曲 线 、. 平 面 \ 直 线 及 它们 的 方程 表示 o 


5.1 向 量 及 其 线性 运算 


5.1.1 向 量 的 概念 


在 研究 力学 .物理 学 以 及 其 他 应 用 科学 时 ,经 常会 遇 到 这 样 一 类 量 ,它们 既 有 大 小 ,又 
有 方向 ,如 力 力矩 位 移 . 速 度 , 加 速度 等 ,这 一 类 量 叫 作 向 量 ( 或 矢量 ) 。 

在 数学 上 ,用 一 条 有 方向 的 线段 ( 称 为 有 向 线段 ) 来 表示 向 量 。 有 向 线段 的 长 度 表示 
向 量 的 大 小 ,有 向 线段 的 方向 表示 向 量 的 方向 。 以 A 为 起 点 .B 为 终点 的 有 向 线段 所 表 
示 的 向 量 记 作 A 启 。 有 时 用 黑体 字母 表示 ,也 可 用 上 加 箭头 书写 体 字母 表示 ,如 aro, 
ERETGE 等 。 

由 于 一 切 向 量 的 共性 是 它们 都 有 大 小 和 方向 ,所 以 在 数学 上 我 们 只 研究 与 起 点 无 关 
的 向 量 , 并 称 这 种 向 量 为 自由 向 量 ,简称 向 量 。 因 此 .如果 向 量 a 和 5b 的 大 小 相等 , 且 方 向 
相同 , 则 说 向 量 a 和 b 是 相等 的 , 记 作 a 二 bp。 相 等 的 向 量 经 过 平移 后 可 以 完全 重合 。 

向 量 的 大 小 叫 作 向 量 的 模 。 向 量 o. 工 .AB 的 模 分 别 记 作 |al El 、1AB1。 模 等 于 1 
的 向 量 叫 作 单位 向 量 。 模 等 于 0 的 向 量 叫 作 零 向 量 , 记 作 O。 零 向 量 的 起 点 与 终点 重合 ， 
它 的 方向 可 以 看 作 是 任意 的 。 

向 量 a Rb 的 夹 角 记 作 (a,b) 或 (bw.a)( 设 yg==(a.b), 则 Sgor). 

对 于 两 个 非 零 向 量 , 如 果 它 们 的 方向 相同 或 相反 , 则 称 这 两 个 向 量 平行 。 向 量 a 与 


bb 平行 , 记 作 a/b, 则 有 (a,b) 二 0。 零 向 量 认为 是 与 任何 向 量 都 平行 。 # (а,Ь) = 5.0 
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称 这 两 个 向 量 垂直 。 

当 两 个 平行 向 量 的 起 点 为 同一 点 时 ,它们 的 终点 和 公共 的 起 点 在 一 条 直线 上 。 此 时 
称 两 向 量 共 线 。 

类 似 地 ,还 有 共 面 的 概念 。 设 有 k(k 三 3) 个 向 量 , 当 它 们 的 起 点 为 同一 点 时 ,如 果 & 
个 终点 和 公共 起 点 在 一 个 平面 上 ,就 称 这 A 个 向 量 共 面 。 


5.1.2 向 量 的 线性 运算 


1. 向 量 的 加 减法 


向 量 的 加 法 运算 规定 如 下 。 

设 有 两 个 向 量 а 与 ,平移 向 量 使 b 的 起 点 与 a 的 终点 重合 ,此 时 从 a KEE b 的 
终点 的 向 量 e 称 为 向 量 a 与 b 的 和 , 记 作 a 十 b, 即 c= 二 a 十 b, 如 图 5-1-1 所 示 。 

上 述 作 出 两 向 量 之 和 的 方法 叫 作 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 。 

另外 ,还 有 向 量 相 加 的 平行 四 边 形 法 则 : 当 向 量 a 与 b 不 平行 时 ,平移 向 量 使 4 与 b 
的 起 点 重合 ,以 a,b 为 邻 边 作 一 平行 四 边 形 , 从 公共 起 点 到 对 角 的 向 量 等 于 向 量 a 与 b 的 
Ж.Ш a 十 b, 如 图 5-1-2 所 示 。 


图 5-1-1 


向 量 的 加 法 满足 下 列 运算 规律 。 
(1) 交换 律 : a+b=b+a; 
(2) 结合 律 : (a 十 b) 十 c=a 十 (b 十 c)。 
由 于 向 量 的 加 法 符合 交换 律 与 结合 律 , 故 Ai ai ,as,…,a,(n 宇 3) 相 加 可 写成 
а 十 az + "~ +a, 
按 向 量 相 加 的 三 角形 法 则 ,可 得 个 向 量 相 加 的 法 则 如 下 : 使 前 一 向 量 的 终点 作为 下 一 
向 量 的 起 点 ,相继 作 向 量 ai ,az ,… за, ,再 以 第 一 向 量 的 起 点 为 起 点 ,最 后 一 向 量 的 终点 为 
终点 作 一 向 量 ,这 个 向 量 即 为 所 求 的 和 。 
设 a 为 一 向 量 ,与 a 的 模 相 同 而 方向 相反 的 向 量 叫 作 a 的 负 向 量 , 记 为 一 a, 如 
图 5-1-3 所 示 。 
我 们 规定 两 个 向 量 与 a 的 差 为 
b—a= b+ (—a) 
即 把 向 量 一 a 加 到 向 量 上 , 便 得 到 与 a 1922 6 —а, Ш 5-1-4 所 示 。 


b-a 


a A a о 
图 5-1-3 图 5-1-4 
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特别 地 , 当 b 二 a 时 ,有 
4 一 和 一 0 十 (一 0) = 0 
显然 ,对 于 任意 的 向 量 AB 及 点 O, 有 
АВ = ЛО +ОВ =ОВ—ОА 

因此 , 若 把 向 量 a b 移 到 同一 起 点 O, 则 从 а 的 终点 A 向 b 的 终点 B 所 引 的 向 量 
АВ ЖЕНЕР 与 a 的 差 b 一 a。 

由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 的 原理 ,有 

la+b|<l|al+| b|, |а—Ь|<|]а|+|Ь]| 

其 中 ,等 号 在 b 与 a 同 向 或 反 向 时 成 立 。 

2. 向 量 与 数 的 乘法 

向 量 а 与 实数 4 的 乘积 记 作 Ma 。 规 定 Xa 是 一 个 向 量 , 它 的 模 |Xa | = 1А Па. 20097 
向 当 4 二 0 时 与 a 相同 , 当 )<0 时 与 a 相反 。 

м4 д0 h}, [да |=0, B) Xa 为 零 向 量 ,这 时 它 的 方向 可 以 是 任意 的 。 

特别 地 , 当 4= 土 1 时 ,有 


la=a, (— l)a =—a 

向 量 与 数 的 乘积 满足 下 列 运算 规律 。 

(1) 结合 律 : Ala) = „Оа ) = (Аида; p C 

(2) 分 配 律 : 十 ja 二 Xa 十 pa ;АСа+Ь) =a +ib, 

例 5-1-1 在 平行 四 边 形 ABCD tH itAB=a,AD=b, 
试用 a Mb 表示 向 量 MA .MB、MC、DM, 其 中 M 是 平行 四 
边 形 对 角 线 的 交点 ,如 图 5-1-5 所 示 。 

解 ” 由 于 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ,所 以 

a +b = AC = 2AM =—2 МА 


图 5-1-5 


于 是 
МА =— -ba +b), МС =—МА = +(a+b) 


因为 一 bp 十 a 二 DB=2 DM, 所 以 


DM $a b), MB = DM 1а b 


已 知 模 等 于 1 的 向 量 叫 作 单位 向 量 。 设 aO, тот 5 a 同方 向 的 单位 向 量 ， 
Е е. M ета. 于 是 a= |а|е,. 

定理 5-1-1 设 向 量 a Z 0, 那 么 .向 量 b 平 行 于 a 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 唯一 的 实 
ЖА. Бла. 

证 明 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 条 件 的 必要 性 。 


设 b//a。 取 |4| 二 | 中, 当 5 与 a 同 向 时 》 取 正 值 ,当天 与 a 反 向 时 ) 取 负 值 , 即 b= 


lal 
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Xa 。 这 是 因为 此 时 5 与 4a 同 向 , 且 
[да |=141lal 


LET |a |=1:#1 
lal 


再 证 明 数 À 的 唯一 性 。 设 b= 二 A, 又 设 b 二 ya, 两 式 相 减 , 便 得 (4 一 1)a 一 0, 即 
14 一 pllal==O。 因 |al 半 0, 故 |4 一 yl 二 0, 即 4 二 jp。 

证 毕 。 

由 定理 5-1-1 可 知 , 给 定 一 个 点 及 一 个 单位 向 量 就 确定 了 一 条 数 轴 。 设 点 O 及 单位 
向 量 i 确定 了 数 轴 Oz ,对 于 轴 上 任 一 点 P, 对 应 一 个 向 量 OP, 由 OP/i, 根 据 定理 5-1-1， 
必 有 唯一 的 实数 ,使 0P 二 zi( 实 数 z 叫 作 轴 上 有 向 线段 0P 的 值 ) ,并 知 0P 与 实数 x 一 一 
对 应 ,于 是 


点 P ШОР = zi 实数 
从 而 轴 上 的 点 P 与 实数 x 有 一 一 对 应 的 关系 。 据 此 ,定义 实数 x 为 轴 上 点 了 的 坐标 。 
由 此 可 知 , 轴 上 点 P 的 坐标 为 x 的 充分 必要 条 件 是 
ОР = ži 


5.1.3 空间 直角 坐标 系 


在 空间 取 定 一 点 O 和 3 个 两 两 垂直 的 单位 向 量 ijk Я ГЗ 条 都 以 O 为 原点 
的 两 两 垂直 的 数 轴 , 依 次 记 作 z 轴 ( 横 轴 )、y НС НӘ = 轴 ( 竖 轴 ) ,统称 为 坐标 轴 。 它 们 
构成 一 个 空间 直角 坐标 系 , 称 为 Oz y= 坐标 系 , 如 图 5-1-6 所 示 。 通 常 把 zx 轴 和 > 轴 配 置 
在 水 平面 上 ,而 x 轴 则 是 铅 垂 线 : 它们 的 正 向 通常 符合 右手 规则 , 即 以 右手 握 住 > 轴 , 当 
右手 的 4 个 手指 从 正 向 z 轴 以 亏 的 角度 转向 正 向 y 轴 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 x 轴 的 正 向 ， 


如 图 5-1-7 所 示 。 


图 5-1-6 图 5-1-7 


在 空间 直角 坐标 系 中 ,任意 两 个 坐标 轴 可 以 确定 一 个 平面 ,这 种 平面 称 为 坐标 面 。 由 
工 轴 及 > 轴 所 确定 的 坐标 面 叫 作 zOy 面 , 另 两 个 由 у 轴 及 > 轴 所 确定 的 坐标 面 和 由 x 轴 
及 zx 轴 所 确定 的 坐标 面 ,分 别 叫 作 是 yOz 面 和 xOx 面 。3 个 坐标 面 把 空间 分 成 8 个 部 
分 ,每 一 部 分 叫 作 卦 限 。 含 有 3 个 正 半 轴 的 卦 限 叫 作 第 一 卦 限 , 它 位 于 zOy 面 的 上 方 。 
在 хОу 面 的 上 方 按 逆 时 针 方 向 排列 着 第 二 卦 限 、 第 三 卦 限 和 第 四 卦 限 。 在 zxOy 的 下 方 ， 
与 第 一 卦 限 对 应 的 是 第 五 卦 限 , 按 逆 时 针 方向 还 排列 着 第 六 卦 限 、 第 七 卦 限 和 第 八卦 限 。 
8 个 卦 限 分 别 用 罗马 数字 工 、 卫 、 轩 、NW、V 、W、W、 几 表示 ,如 图 5-1-8 所 示 。 
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任 给 向 量 r, 对 应 有 点 M, 使 OM 二 r。 以 OM 为 对 角 线 、3 条 坐标 轴 为 楼 作 长 方 体 ,如 
图 5-1-9 所 示 , 有 


r = OM = OP + PN + NM = OP + OQ + OR 


设 OP=zi, 00=yj， OR=z 
则 r=OM=zi+yj +zk 


图 5-1-8 图 5-1-9 


上 式 称 为 向 量 ~ 的 坐标 分 解 式 ,zt、 ЕК zk 称 为 向 量 沿 沿 3 个 坐标 轴 方 向 的 分 向 量 。 

显然 ,给 定向 量 r, 就 确定 了 点 М ЖОР =xi, 00= 5] ,OR= zk 这 3 个 分 向 量 , 进 而 确 
ET ryz 这 3 个 有 序数 ;反之 ,给 定 3 个 有 序数 xz、y、z, 也 就 确定 了 向 量 7 与 点 M。 于 
是 ,点 M.\ 向 量 r 与 3 个 有 序数 x、y、x 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 : 

Mer = ОМ = zi + yj + zk*>(z,y,z) 

据 此 定义 : 有 序数 x, yz 称 为 向 量 r( 在 坐标 系 Ozyz) 中 的 坐标 , 记 作 r= Сс, у, 2) 590 
х,у, = 也 称 为 点 M( 在 坐标 系 Ozyz) 的 坐标 , 记 作 М(х. у.х). 

向 量 + 二 OM 称 为 点 M 关于 原点 O 的 向 径 。 上 述 定 义 表明 ,一 个 点 与 该 点 的 向 径 有 
相同 的 坐标 。 记 号 (z,y,z) 既 表示 点 M, 又 表示 向 量 OM。 

坐标 面 上 和 坐标 轴 上 的 点 ,其 坐标 各 有 一 定 的 特征 。 例 如 : 点 M 在 уОх 面 上 , 则 
2=0; Н, 在 «Ох 面 上 的 点 ,有 у= 0; 在 хОу 面 上 的 点 ,有 x 二 0。 如 果 点 M fE z 轴 
上 , 则 y= 二 z==0; 同 样 ,如 果 点 在 y 轴 上 , 则 =zx=0; 在 zx 轴 上 的 点 ,有 z=y 二 0。 如 果 点 
M 为 原点 ， w z=y===0, 


5.1.4 利用 坐标 进行 向 量 的 线性 运算 


利用 向 量 的 坐标 ,可 得 向 量 的 一 些 运算 如 下 。 
Ж а= (а„,а,,а„),Ь= (b, sb, sb.) Ш a=a, i +a j 十 ae， 一 0 十 0 十 和 大, 则 
a+ b= (аі +а,ј tak) + Ф. +0,ј +6. К) 
= (а, +b:)i+ (a, + b,)j + (a, + b.)k 
= (а, +b,,a, + b,,a, + b.) 
&— = laita] Ta,k)— i tb] thk) 
(Ca, — 6,.)1+ (ау F (a, = 0k 
= (а, — br ity — bya — 0.) 
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àa = )(a,i+a,j +a, К) = Qa,)i+ Qa,)j + Qa,)k 
= (Аа, a, ha-) 
显然 ,对 向 量 进行 加 、 减 及 与 数 相 乘 运算 ,只 须 对 向 量 的 各 个 坐标 分 别 进行 相应 的 数 
量 运算 即 可 。 
由 定理 5-1-1 知 ,车 a 二 (ay,ay,a:) 了 0,b 二 (5b;,6b,,b:), 则 5b/a 的 充 要 条 件 是 b= 
Ла ,用 坐标 表示 为 (5, sby ,5.) 二 A(a;,a,,a:), 这 说 明 向 量 b5 与 向 量 a 对 应 的 坐标 成 比例 ， 
b bs _ б 


йз Жду Q 
例 5-1-2 已 知 两 点 Pi Cris yiz) A P, (xz; , yz + z) ДД K XK 
Аз&—1,ЕЖР,Р, 上 求 一 点 P, (EP, P= PP: Ш 5-1-10 所 示 。 О 
解 解法 1, H-P, Р=ОР-ОР,.РР, ОР, OP, k 图 5-1-10 


OP — ОР, = A(OP; — OP) 


从 而 得 


二 — 
OP 一 INCOP: 二 OP:) ( 


这 就 是 点 Р 的 坐标 。 
解法 2: 设 所 求 点 为 PC(z,y,z), 则 


=$ 
P,P = (x—zisy— yisz— z) 


2 БА yı Ày: аке) 
1+4 ”1 二 "ІФА 


PP, = (z; — X,Y — у, — z) 
依 题 意 有 PiP=a PP, i 


KT 一 一 0 一生 六 Alt — Ton — yir — х) 


(zyyyz) 一 (ziyyiyzl) = A(m;sy2z za) – А(х,у,х) 


(zyyyz) = (xı Агул HÀAy2 9271 HÀz2) 


1 
1 + 
xı Ах yı Ày: zı Ах 


1+3 ° = IA ”~“  1+2 


点 卫 叫 作 有 向 线段 PiP; 的 定 比 分 点 。 当 4 二 1 时 ,点 已 为 有 向 线段 PP: 的 中 点 ,其 
坐标 为 


5.1.5 向 量 的 模 、 方 向 角 与 投 


т. 向 量 的 模 与 两 点 间 的 距离 公式 


КЫ 


设 向 量 r 一 (zyyyz), 作 OM 一 r, 如 图 5-1-9 所 示 , 则 
r= ОМ = OP +OQ + OR 
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按 勾 股 定理 可 得 
|r |=| ОМ |= V| OP |? +100 |? +| OR |° 
设 OP=zi, 00=›ј, ОЁ== 
有 lOP|=|=|, 1001=1у1, |OR|=|z| 


于 是 得 向 量 模 的 坐标 表示 式 为 
Ir|= vety += 

设 有 点 Alr ,yzi),B(Czzyy s zz) W) 

AB = OB — OA = (zzyyzy22) — (mi yi 121) = (£2 — zi Y2 — Yı 22 — 21) 

于 是 点 A 与 点 B 间 的 距离 为 

| АВ | ГАВ | (zs —х,)* + (y; — у)? + (z; — z) )° 

例 5-1-3 设 P 在 z 轴 上 , 它 到 Pi(0, 一 1,1) 的 距离 为 到 点 P, (0./2 ,3) 的 距离 的 一 
半 , 求 点 P 的 坐标 。 

解 因为 P 在 zx 轴 上 , 设 P 点 坐标 为 (x,0,0), 则 有 
| РР, | (= х) + — 1) + 1° x +2 
| PP, |= Va) + 6/2) +3 = у ЕТТ 
因为 |PPi| 一 去 1PPs| ,所 以 VE 下 IT 一 2 2 ИВ а 1, 
于 是 所 求 点 为 : (1,0,0),( 一 1,0,0) 。 
例 5-1-4 已 知 两 点 A(7,0,3) 和 BC4,1,5), 求 AB、|AB| 及 AB 的 单位 向 量 ens o 


解 为 AB=(4,1,5)—(7,0,3)=(—3,1,2) 
|AB|= ИСТ = 11 
AB 1 
所 以 eu 一 一 一 一 一 一 (一 3,1,2) 
“ТАВ М 


2. 方向 角 与 方向 余弦 


已 知 , 当 把 两 个 非 零 向 量 a 与 的 起 点 放 到 同一 点 时 ,两 个 向 量 之 间 的 不 超过 z 的 夹 
角 称 为 向 量 a 与 的 夹 角 , 记 作 (a,b) 或 (5,a)。 如 果 向 量 a 与 中 有 一 个 是 零 向 量 ,规定 
它们 的 夹 角 可 以 在 0 与 x 之 间 任 意 取 值 。 
非 零 向 量 + 与 3 条 坐标 轴 的 夹 角 a、B、Y 称 为 向 量 r 的 方向 角 。 
设 r=(z,y,z), 则 
х=|г|соза, y=|r|cosB, z=|r|cosy 


cosa、cosB、cosy 称 为 向 量 г 的 方向 余弦 .于 是 


х y 
cosa ， cosB 一 
Ir| Ir| Р | 


从 而 有 


(cosa,cosB.cosy) = 
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要 
上 式 表明 ,以 向 量 r 的 方向 余弦 为 坐标 的 向 量 就 是 与 r 同方 向 的 单位 向 量 e,。 因 此 
соѕ?а + cos’ f+ cos? y = 1 
B 5-1-5 已 知 两 点 M: (3,2,2), M: (4,0,1) ,计算 向 量 MA 的 模 、 方 向 余弦 和 方 
向 角 。 
解 由 MM 二 (4 一 3,0 一 V3,1 一 2) 二 (1, 一 3, 一 1), 得 
| MM, |= VE + C+C = 2 


则 cosa=— =+ 
IM,M,| 
422. 
СОВЕ ар 
IM,M,| 
R= | 
= 
IM,M,;| 


于 是 有 


3. 向 量 在 轴 上 的 投影 


设 点 O 及 单位 向 量 e 确定 轴 。 任 给 向 量 r, 作 OM 一 ,再 过 点 M fE tš u ЖЕТП 
TEZE и MFM’ ON M' 称 为 点 M fE и 轴 上 的 投影 ), 则 向 
量 OM 称 为 向 量 r fE u 轴 上 的 分 向 量 ,如 图 5-1-11 所 示 。 
设 OM =e , 则 数 2 称 为 向 量 r fE и 轴 上 的 投影 , 记 作 Prjur 
或 (r),。 按 此 定义 ,向 量 a 在 直角 坐标 系 Oxyz 中 的 笛 卡 儿 
Аа, сау за, 就 是 a 在 三 条 坐标 轴 上 的 投影 , 即 

a, = Prj.a, ay = Prjya, a, = Prj.a 
向 量 的 投影 具有 如 下 性 质 

性 质 5-1-1 (a), 二 lalcosg( 即 Ргу,а = |a| coso) ,其 中 9p 为 向 量 与 wx 轴 的 夹 角 。 

性 质 5-1-2 (а+Ь), = (а), -СЬ), (Е Prj,(a+b)=Prj.aa +Prj.b) 。 

性 质 5-1-3 Qa),=A(a),(Bl Prj, Qa) =APrj,(a))., 


习题 5-1 


1. Жа=(1,—2,0),Ь=(3,2,1),Ж 3a—2b, 
2. 如 果 平 面 上 的 一 个 四 边 形 可 以 被 对 角 线 平分 .试用 向 量 证 明 它 是 平行 四 边 形 。 
з. 求解 以 向 量 为 未 知 元 的 线性 方程 组 | O 4 
3x—2y=b 
4. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,指出 下 列 各 点 在 哪个 卦 限 : 
A(3,—1,2), В(4,2,—2), C(3,—5,—1), D(—3,—1,2) 
5. 求证 以 M, (4,3,1) .M: (7,1,2) .Ms(5,2,3)3 点 为 顶点 的 三 角形 是 一 个 等 腰 三 角形 。 


Oe M и 


图 5-1-11 


;其 中 a=(0,1,3),b==( 一 1,2, 一 3)。 
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6. RA A(2, 一 3,1) 到 各 坐标 轴 的 距离 。 

7. 在 yOz 坐标 平面 上 求 与 三 点 A(3,1,2),B(4, 一 2, 一 2),C(0,5,1) 等 距离 的 点 。 
8. 求 平行 于 向 量 a 二 (3,1, 一 2) 的 单位 向 量 。 

9. 设 已 知 两 点 A(3,V2 ,1) 和 B(4,0,2) ,计算 向 量 AB 的 模 、 方 向 余弦 和 方向 角 。 


10. 设 向 量 ~ 的 模 是 2, 它 与 轴 的 夹 角 是 配 , 求 r {Е и 轴 上 的 投影 。 
5.2 数量 积 和 向 量 积 


5.2.1 两 向 量 的 数量 积 


当 某 一 物体 在 恒 力 下 的 作用 下 沿 直线 从 点 M, 移动 到 点 M, ,以 * 表示 位 移 MiM;。 

由 物理 学 知道 , 力 正 所 做 的 功 为 
W=F.s=|F||s| cos 

其 中 ,0 为 下 与 s 的 夹 角 。 

类 似 地 ,有 时 要 对 两 个 向 量 a ЖЬ 作 这 样 的 运算 ,此 运算 的 结果 是 一 个 数 , 它 等 于 
lal、Ib| 及 它们 的 夹 角 0 的 余弦 的 乘积 ,把 它 称 为 向 量 a 和 4b WAER. E a» b, B 

а+Ь=|а||Ь | cos0 

IH |b|cos09= |b|cos(a.b), 4 a#0 H}, 1Ь | соѕСа,Ь) 510 b 在 向 量 a 的 方向 上 的 
投影 ,于 是 a • b=lalPrj.b. 

EE, 4 b0 it ,a • b= |b| Pria 。 

由 数量 积 的 定义 可 得 如 下 性 质 。 

性 质 5-2-1 а • а= |а|?. 

EHK ffi 0=0, FFV а • а= |а|? соѕ0= lal? . 

tE 5-2-2 ”对 于 两 个 非 零 向 量 ab, WMR a. b=0, W alb; 52. mR alb, W 
a*b=0, 


HX a • b=0, В |a| #0, |b| #0, 0 cos0=0, Bl 0= B 8 Jë a L b; 22, mR 


а Ь.Б 0=--.соз0=0, Р а + b= |а||Ь|созб=0„ 


由 于 可 认为 零 向 量 与 任何 向 量 都 垂直 , 则 可 得 a | b 的 充 要 条 件 为 a。，1=0。 
数量 积 符合 下 列 运算 律 。 
(1) 交换 律 : a- b=b а; 
(2) 分 配 律 : (a+b) • с=а • с+Ь • с; 
(3) 结合 律 : Qa) • b=a • (А) =Аа * b), (да) * (ub) =àyla * b), à sp 8%. 
证 明 (1) 根据 定义 可 得 
asesb=l|allblcos(a,b), Ба = | || а | cos(b;a), 
为 lallbl=lbl lal 


H cos(a.b)=cos(b.a) 
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所 以 a*b=b*a 
(2) í c=O 时 ,等 式 显然 成 立 ; 当 c 了 0O 时 ,有 
(a+b) .ece=|e|PrC(atb) 
由 投影 的 性 质 ,可 知 Prj (a +b) =Prj.aa + Prj.b ,所 以 
(a+b) •с = | с | (Pria+tPrb) = | с | Руа +| c | Pr,b =a -c+ b+ с 
(3) 此 规律 由 数量 积 性 质 及 投影 性 质 易 得 ,这 里 不 子 证 明 。 
证 毕 。 
下 面 推导 数量 积 的 坐标 表示 式 。 
Ü а= (а, say а.) b= (b: sby sb.) , 按 数量 积 的 运算 规律 可 得 
а +b =(a,i+a,j +a,k) ° (b i +b,j +b, k) 
a,b, i +1+ а + j+abi + К+ а,Ь] -eitab j •ј 
+а,р.ј ek tatik *'t-T'a,byk + J Ба. K * k 
由 于 i,j,k 是 互相 垂直 的 单位 向 量 , 所 以 
{ейуне EY 


jesi=k+j=i-k=0 
isi=j-j=k+-k=1 
从 而 得 a*b=a,b,+a,b,+a.b. 
HF a • b= |а||Ь|соз@, ЯТ Ч aZO.bZO 时 ,有 
ab: tab; tab: 
aita ta, „Б tE tE 
B 5-2-1 已 知 三 点 M(2,0,1),A(3,1,1) 和 B(2,1,2), 求 和 ZAMB。 
解 ” 作 向 量 MA,M 户 ,AMB 就 是 向 量 MA MB MI fi 
МА = (1.1.0. MB = (0,1,1) 
因为 МА.МВ =1X0+1X1+0X1=1 
ГМА |= УТЕ" = /2 
| MB |= VO FIFE = Ya 
MA MB 1 1 


所 以 samp- W = = 
Е IMAIIMB| 2 42 2 


asb 
=> 


从 而 ZAMB=+ 


5.2.2 两 向 量 的 向 量 积 


设 向 量 c 是 由 两 个 向 量 a 与 b 按 下 列 方式 定 出 : 

c 的 模 |c| 二 lal1blsin0, 其 中 0 为 a 与 b 间 的 夹 角 ,ec 的 方向 垂 
直 于 a b 所 决定 的 平面 ,c 的 指向 按 右手 规则 从 a 转向 b 来 确定 ， 
如 图 5-2-1 所 示 。 即 以 右手 握 住 向 量 c 所 在 的 轴 , 当 右手 的 四 个 手 


5-2-1 
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指 从 向 量 a 方向 以 不 超过 ЙО fü BE Ж p] АЈ Е b Jy IP] bj, ЖЕНЕ 338 Өй BE |Ë] B: e 的 方向 。 

则 向 量 c 叫 作 向 量 a 与 b ПОТЕ Я іо Е ахь. Вр 

с=аХЬ 

由 向 量 积 的 定义 可 得 如 下 性 质 。 

性 质 5-2-3 aXa=0. 

9 为 夹 角 0 二 0, 所 以 laXa|= 二 lal?sin0==0, 所 以 aXa==0。 

性 质 5-2-4 ”对 于 两 个 非 零 向 量 a,b, 如 果 aXb==0,; 则 a//b; 反 之 ,如 果 a//b, 则 aXb=0。 

如 果 认 为 零 向 量 与 任何 向 量 都 平行 , 则 а еа ЬО. 

HX aXb=0, H |a| #0, 161520. FFV sin0=0, 即 0=0 或 x, 也 就 是 a/b; 反 之 ,如 果 

a/b, 那 么 0=0 或 x, 于 是 sin0=0, Mm laXb|=0, E] axXb=0, 

向 量 积 符合 下 列 运算 规律 。 

(1) 反 交 换 律 : aXb 二 一 bXa( 用 右手 规则 即 可 证 明 ); 

(2) ЖИ: (a+b)Xc=aXc+bXc; 

(3) (Аа) Xb 二 aX (А) =АСахЬ) (А 为数)。 

这 3 个 规律 这 里 不 予 证 明 。 

下 面 推导 向 量 积 的 坐标 表示 式 。 

 а=а,і+а,ј 十 a:k,b 二 bi 十 b,j 十 bkk, 按 向 量 积 的 运算 规律 可 得 

aXb=(a i +a,j +a, К) х (bi +b,j+b:k) 

a,b,iXi+abiXj+abixk+ab,j Xi 十 ab xj 
+a,b.j X k +a.b,k X i+ а, X 了 十 ak X k 


由 于 iXi=jXj=kXk=0, iXj=k, jXk=i, kXi=j 
jXi=—k, kXj=—i, iXk=—j 
所 以 aXb=(a,jb.,—a.b,)i+ (abı —a,b.)j + (a,b,—a,b,)k 
为 了 帮助 记忆 ,利用 З 阶 行列 式 符号 ,可 将 上 式 写成 
É Ж Ж 
aXb= |а, а, a: 
ba by Óx 
Bi 5-2-2 设 a=(1,2, 一 3),b 二 (2, 一 1,1) ,计算 aXb。 
È + k 
解 ахв= |0 2 3|=2i—6j—k—4k—j—3i=—i—7j—5k 
Z=] 1 
#1 5-2-3 已 知人 ABC 的 顶点 分 别 是 A(Q1,1,0),B (2,4,5),C(3.6,7), 求 AABC 的 
面积 。 
解 ”根据 向 量 积 的 定义 ,可 知人 ABC 的 面积 
Same = + | AB || АС | sinZA = + | AB x AC | 
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Н РАВ= (1,3,5),АС= (2,5,7), № 


ij k 
АВХАС = |1 3 5 Д3] = = (4,3, 1) 
257 
TE 5лме=-у |ABXAC| LA DFF 1 一 
习题 5-2 


. 设 a 为 单位 向 量 ,b 二 (2, 一 1,0) ,a 与 5b 的 夹 角 为 60", 求 apD。 
. 设 |a|= 二 2,b 为 单位 向 量 ,a 与 的 夹 角 为 30°.:2R a b, 
. Жа=(2,—2,0),Рр=(—3,2,1),Ж a • b,aXb。 
设 a=2i—3j—k,b=3i+j—2k,3Ř a • b,aXb,(—2a) * 3b,aX 3b. 
. 0 a=3i+2j—k,b=i+j+3k, K cos(d,b). 
6. 已 知 MG ,一 1,3) ,Ms(2,1,4),M;(3, 一 2,5), 求 与 WAM , M, M, 同时 垂直 的 单 
位 向 量 。 
т. ЕЯ 0(1,1,1),А(2,2,1),В(2,1,2), АОВ, 
8. 求 向 量 ae=(3 ,一 2,5) 在 向 量 "一 (2,2,4) 上 的 投影 。 
9. ёмоА=:—2/-Езк,ОВ=3{-+]-Е3к. Ж ЛОАВ 的 面积 。 
10. 设 a=(3,5, 一 2),b 二 (2,1,4), 问 4 与 py 有 怎样 的 关系 ,能 使 A 十 jw 与 x 轴 
垂直 ? 


5.3 曲面 及 其 方程 


л > оого к 


5.3.1 曲面 方程 的 概念 


在 空间 解析 儿 何 中 ,任何 曲面 都 可 以 看 作 点 的 几何 轨迹 。 在 这 样 的 意义 下 ,如 果 有 曲面 
S 与 三 元 方程 F(x,y,z)= 二 0 有 下 述 关系 。 

(1) 曲面 S 上 任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 F(z,y,z) 二 0; 

(2) 不 在 曲面 S 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 F(x,y,z) 二 0， 
则 方程 F(z,y,z) 二 0 m fE т S 的 方程 ,而 曲面 S 叫 作 方程 
F(x,y,z) 二 0 的 图 形 , 如 图 5-3-1 所 示 。 

下 面 举例 介绍 常见 的 曲面 的 方程 。 

例 5-3-1 建立 球 心 在 点 Mo (tos yos хо). FH R 的 球面 的 
方程 。 图 5-3-1 

解 设 M(z,y,z) 是 球面 上 的 任 一 点 ,那么 

IMM|=R 
即 (z= (у — у) (2—20) =R 
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或 (mz—z)°+(y—y )°+(z—z=z)° =R 
这 就 是 球面 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 方程 ,而 不 在 球面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 这 个 方 
程 ,所 以 


(ж — z) + (y— y) + (z — z) = R° 
就 是 球 心 在 点 Mo (ло. yo szo) ,半径 为 R 的 球面 的 方程 。 
特殊 地 , 球 心 在 原点 0O(0,0,0)、 半 径 为 R 的 球面 (如 
图 5-3-2 所 示 ) 的 方程 为 
+y +z =R 
例 s-3-2 求 与 原点 O 及 Mo(1,3,6) 的 距离 之 比 为 
1:V2 的 点 的 全 体 所 组 成 的 曲面 方程 。 
解 设 MGCz,y'z) 是 曲面 上 任 一 点 ,根据 题 意 有 


IMO| _ 1 
[MM] у 
即 Vz ty +2? _ Ф 
(х—1)*+(у—3)#+(—6# 2 
所 求 方程 为 (z 十 1)2 十 (y 十 3)2 十 (z 十 6)2 一 92 


这 就 是 所 求 曲 面 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 方程 ,而 不 在 此 曲面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 
这 个 方程 ,所 以 这 个 方程 就 是 所 求 曲 面 的 方程 。 

在 空间 解析 几何 中 ,关于 曲面 的 研究 有 下 列 两 个 基本 问题 : 

(1) 已 知 一 曲面 作为 点 的 几何 轨迹 时 ,建立 该 曲面 的 方程 

(2) 已 知 坐标 zx、y 和 < 间 的 一 个 方程 时 ,研究 该 方程 所 表示 的 曲面 的 形状 。 

上 述 两 例 是 已 知 曲面 几何 轨迹 时 ,建立 该 曲面 的 方程 的 例子 。 下 面 举 一 个 已 知 方程 
研究 它 所 表示 的 曲面 的 例子 。 

例 5-3-3 方程 x 十 y 十 xz? 十 47 一 2y 十 6z 一 3 二 0 表示 怎样 的 曲面 ? 

解 ” 通 过 配方 , 原 方程 可 以 改写 成 

(z+ 2) + (y—1) + (z+ 3)° = 17 

这 是 一 个 球面 方程 , 球 心 在 点 Mu (一 2,1, 一 3) ,半径 为 R= V17。 

一 般 地 , 设 有 三 元 二 次 方程 Аа БАу HA? + Dx=+ Ey+ Fz+-G= 0, X Jr P h 
点 是 缺 zy, yx,xz 各 项 ,而 且 平 方 项 系数 相同 ,只 要 将 该 方程 经 过 配方 就 可 以 转换 成 
方程 


(z— a) + (у — уо) + (z— ж)? R? 
的 形式 ,那么 它 的 图 形 就 是 一 个 球面 。 


5.3.2 旋转 曲面 


以 一 条 平面 曲线 绕 其 平面 上 的 一 条 直线 旋转 一 周 所 成 的 曲面 叫 作 旋转 曲面 ,旋转 曲 
线 叫 作 旋 转 曲面 的 母线 ,而 这 条 定 直 线 叫 作 旋转 曲面 的 轴 。 
设 在 yOz 坐标 面 上 有 一 已 知 曲线 C , 它 的 方程 为 
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f(y,z)=0 
把 该 曲线 绕 = 轴 旋 转 一 周 , 就 得 到 一 个 以 x 轴 为 轴 的 旋转 曲 
面 ,如 图 5-3-3 所 示 。 它 的 方程 可 以 通过 如 下 方法 求 得 。 
设 MCz,y'z) 为 曲面 上 的 任 一 点 , 它 是 曲线 C 上 的 点 
Mi (0, у, za) 绕 = 轴 旋转 而 得 到 的 ,因此 有 如 下 关系 等 式 
fO +21) = 0, 2—21, |> |= ма + у 


从 而 得 РСЕ Ма? ty ,z)=0 2 
这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 。 图 5-3-3 


在 曲线 C 的 方程 F(y,=) 一 0 中 ,将 y REVE Fy ti 
得 曲线 C 绕 = 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
РСЕ Ма? + у? .х) = 0 
同 理 ,曲线 С 绕 y 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
fO, + Ма 2) = 0 
例 5-3-4 直线 工 绕 另 一 条 与 L 相交 的 直线 旋转 一 周 ,所 得 的 旋转 曲面 叫 作 圆 锥 面 。 
两 直线 的 交点 叫 作 圆锥 面 的 顶点 ,两 直线 的 夹 角 
мб) а{о<а<-®- щн em. 试 建立 顶点 在 坐标 原点 


O, 旋 转轴 为 = 轴 , 半 项 角 为 的 圆锥 面 (如 图 5-3-4 所 示 ) 的 


方程 。 
解 ТЕ yOz 坐标 面 内 ,直线 工 的 方程 为 
z = ycota 
将 方程 z= ycota 中 的 y 改 成 士 Vz? 十 y ,就 得 到 所 要 求 
m ss 的 圆锥 面 的 方程 
z =+ уа? + у? cota 
或 22 =a (2° +y) 
其 中 ,a 王 cota。 
BI 5-3-5 “将 xOz 坐标 面 上 的 双 坟 线 芝 一 去 一 1 分 别 绕 < 轴 和 < 轴 族 转 一 周 , 求 所 生 
成 的 旋转 曲面 的 方程 。 
f 绕 z 轴 旋转 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
Ете 
а E 
该 曲面 叫 作 旋转 双 叶 双 曲 面 , 如 图 5-3-5 所 示 。 
绕 = 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
а? +y? z w. 
a Т! 


该 曲面 叫 作 旋转 单 叶 双 曲面 ,如 图 5-3-6 所 示 。 
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5.3.3 ЖЩ 


下 面 通过 例题 来 了 解 柱 面 的 定义 。 

例 5-3-6 方程 xz? 十 y =R 表示 怎样 的 曲面 ? 

解 ” 在 空间 直角 坐标 系 中 ,过 zOy 面 上 的 圆 z? 十 y =R 作 平行 于 < 轴 的 直线 工 , 则 
直线 二 上 的 点 都 满足 方程 z: 十 光一 Rz ,因此 直线 工 一 定 在 zx: 十 % 一 R: 表示 的 曲面 上 。 
所 以 这 个 曲面 可 以 看 作 由 平行 于 x 轴 的 直线 工 йт rOy 面 上 的 圆 x? 十 y: = R° 移动 而 形成 
的 。 该 曲面 叫 作 圆柱 面 , 如 图 5-3-7 所 示 ,zOy HE M 2° + y? = R 叫 作 它 的 准 线 , 平 
FF = 轴 的 直线 工 叫 作 它 的 母线 。 

一 般 地 ,平行 于 定 直线 并 沿 定 曲线 C 移动 的 直线 工 形成 的 轨迹 叫 作 柱 面 , 定 曲 
线 C 叫 做 柱 面 的 准 线 , 动 直线 工 叫 作 柱 面 的 母线 。 可 以 看 出 ,不 含 = 的 方程 HyS 
R? 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 圆柱 面 , 它 的 母线 平行 于 xz 轴 , 它 的 准 线 是 zOy 面 上 的 圆 
z+ =R, 

一 般 地 ,只 含 x、y 而 缺 z 的 方程 F(z,y) 王 0, 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 母线 平行 于 
= 轴 的 柱 面 ,其 准 线 是 хОу 面 上 的 曲线 C: F(z.y)=0, 

类 似 地 ,只 含 z、z 而 缺 y 的 方程 G(xz,z) 二 0 和 只 含 y,z 而 缺 工 ОЕ Н Су. х) =0 
分 别 表示 母线 平行 于 y ñB > 轴 的 柱 面 。 

例如 ,方程 y =2х 表示 母线 平行 于 < 轴 的 柱 面 , 它 的 准 线 是 хОу 面 上 的 抛物 线 
y? 二 2z, 该 柱 面 叫 作 抛物 柱 面 ,如 图 5-3-8 所 示 。 
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又 如 ,方程 x 一 > 一 0 表示 母线 平行 于 у 轴 的 柱 面 , 其 准 线 是 «Ох 面 上 的 直线 zx 一 > 一 0， 
所 以 它 是 过 y 轴 的 平面 。 而 方程 y 一 xz 二 0 表示 母线 平行 于 工 轴 的 柱 面 ,其 准 线 是 yOz 面 
的 直线 > 一 > 一 0, 所 以 它 是 过 工 轴 的 平面 。 


5.3.4 三 次 曲面 


与 平面 解析 几何 中 规定 的 二 次 曲线 相 类 似 ,通常 把 三 元 二 次 方程 所 表示 的 曲面 叫 作 
二 次 曲面 ,把 平面 叫 作 一 次 曲面 。 
二 次 曲面 有 9 种 ,下 面 就 9 种 二 次 曲面 的 标准 方程 来 讨论 二 次 曲面 的 形状 。 


1. 椭圆 锥 面 


ОВ Е =at 所 表示 的 曲面 称 为 椭 园 锥 面 ,如 图 5-3-9 所 示 。 


2. 椭 球 面 


2 


由 方程 亏 十 点 十 专 一 1 所 表示 的 曲面 称 为 本 球面, 如 图 5-3-10 所 示 。 


3. 单 叶 双 曲 面 


2 


由 方程 亏 十 点 一 扎 一 1 所 表示 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲面 。 


с 


4. 双 叶 双 曲 面 
ОСТИ 
5. 椭圆 抛物 面 

由 方程 亏 十 点 一 = 所 表示 的 曲面 称 为 本 加 抛物 面 。 

6. 双 曲 抛物 面 


2 


由 方程 写 一 总 一 = 所 表示 的 曲面 称 为 双 曲 抛物 面 。 双 曲 抛物 面 又 称 马 鞍 面 , 如 
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图 5-3-11 所 示 。 
还 有 3 种 二 次 曲面 是 以 3 种 二 次 曲线 为 准 线 的 柱 面 : 


Apa 和 
b a b 
依次 称 为 椭圆 柱 面 、 双 曲 柱 面 、 抛 物 柱 面 。 
习题 5-3 图 5-3-11 


1. 某 一 动 点 到 两 定点 A(4,5,6) 和 B(2,3,1) 的 距离 相等 , 求 该 动 点 的 轨迹 方程 。 

2. 方程 а + у*+%*—2х+4у—5=0 表示 怎样 的 曲面 ? 

3. 将 xOz 坐标 平面 上 的 抛物 线 2 = 3 绕 工 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 。 
4. 将 zOx 坐标 平面 上 的 双 曲 线 222 — 22 = 15 分 别 绕 工 轴 及 > 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 


的 旋转 曲面 的 方程 。 
5. 指出 下 列 方程 在 平面 解析 几何 中 和 在 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 。 
ПУ z=1 (2) y=2z—1 
(3) z2+y°=1 (4) t — y = 
6. 说 明 下 列 旋转 曲面 是 怎样 形成 的 。 
Wl 一 


5.4 空间 曲线 及 其 方程 


5.4.1 空间 曲线 的 一 般 方程 


空间 曲线 可 以 看 作 两 个 曲面 的 交 线 。 设 F(z.y.z)=0 ЯП G, у.х) =0 是 两 个 曲面 
方程 ,它们 的 交 线 为 C, 如 图 5-4-1 所 示 , 因 为 曲线 C 上 的 任 
何 点 的 坐标 应 同时 满足 这 两 个 方程 ,所 以 应 满足 方程 组 
Е(х,у,) = 0 
GCzyyyz) = 0 
反之 ,如 果 点 M 不 在 曲线 C 上 .那么 它 不 可 能 同时 在 两 个 曲 
面 上 ,所 以 它 的 坐标 不 满足 方程 组 。 


ГОР 因此 ,曲线 C nT DUH F 33 Ж. ОЖОГ dl "l 
кы 
BI 5-4-1 方程 组 全 表示 怎样 的 曲线 ? 


解 方程 组 中 的 第 一 个 方程 表示 母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 面 ,其 准 线 是 xOy 面 上 的 
圆 ,圆心 在 原点 O, 半 径 为 2。 方程 组 中 的 第 二 个 方程 表示 一 个 母线 平行 于 у 轴 的 柱 面 ， 
由 于 它 的 准 线 是 «Ох 面 上 的 直线 ,因此 它 是 一 个 平面 。 方 程 组 就 表示 上 述 平 面 与 圆柱 面 
的 交 线 。 
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m= ga s 
例 5-4-2 方程 组 2 :在 第 一 卦 限 部 
(z)+ =Ü =(2) 
分 表示 怎样 的 曲线 ? 
解 方程 组 中 第 一 个 方程 表示 球 心 在 坐标 原点 0, 半 行 
为 a 的 上 半球 面 。 第 二 个 方程 表示 母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 


面 , 它 的 准 线 是 zOy 面 上 的 加 ,该 加 的 加 心 在 点 ( 急 ,0], 半 


BHS, 方程 组 在 第 一 卦 限 部 分 表示 上 述 半球 面 与 加 柱 面 
在 第 一 卦 限 的 交 线 ,如 图 5-4-2 所 示 。 
5.4.2 空间 曲线 的 参数 方程 


空间 曲线 C 的 方程 除了 一 般 方程 之 外 ,也 可 以 用 参数 形式 表示 ,只 要 将 C 上 动 点 的 
坐标 x 、y、z 表示 为 参数 1 的 函数 : 
=> = x(t) 
° = y(t) (5-4-1) 


z = z(t) 
当 给 定 (=n 时 ,就 得 到 C 上 的 一 个 点 (zi ,yi,x1); 随 着 1 的 变动 便 得 曲线 C 上 的 全 部 点 。 
方程 组 (5-4-1) 叫 作 空间 曲线 的 参数 方程 。 

#1 5-4-3 如果 空间 中 的 点 M 在 圆柱 面 z? 十 y* 二 a* 上 以 角速度 w 绕 = 轴 旋 转 , 同 时 
又 以 线 速度 v 沿 平行 于 < 轴 的 正方 向 上 升 ( 其 中 wo 都 是 常数 ) ,那么 点 M 构成 的 图 形 叫 
作 螺 旋 线 。 试 建立 其 参数 方程 。 

解 ” 取 时 间 : 为 参数 。 设 当 : 一 0 时 , 动 点 位 于 xz 轴 上 的 一 点 A 
(a,0,0) 处 。 经 过 时 间 1, 动 点 由 A 运动 到 M(xz,y,z), 如 图 5-4-3 所 
IRo W M 在 хОу 面 上 的 投影 为 M , 则 M 的 坐标 为 (x,y,0)。 由 于 
动 点 在 圆柱 面 上 以 角速度 o 绕 x 轴 旋 转 ,所 以 经 过 时 间 1, 人 AOM = 
wl。 从 而 有 

x = || OM’ |cos/AOM’ = acoswt 
y = | OM' | зїп“ AOM’ = asinot 
由 于 动 点 同时 以 线 速 度 o 沿 平行 于 > 轴 的 正方 向 上 升 , 所 以 
z = MM' = ot 


x = acoswt 
= asinwt 


z = 01 


因此 螺旋 线 的 参数 方程 为 


也 可 以 用 其 他 变量 作 参 数 。 例 如 , 令 0=ш , 则 螺旋 线 的 参数 方程 可 写 为 
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v 
x = асоѕб 
y = asin 
z = b0 


Дер »= i 3809 0. 


螺旋 线 是 实践 中 常用 的 曲线 。 当 OM 转 过 一 周 时 ,M 点 就 上 升 固定 的 高 度 h = 20, 
这 个 高 度 在 工程 技术 上 叫 作 螺 距 。 


5.4.3 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 
设 空间 曲线 C 的 一 般 方程 为 


Е(х,у,2) = 0 
(5-4-2) 
[usa = 0 
将 方程 组 (5-4-2) 消 去 变量 后 得 到 方程 
Нї(х,у) = 0 


由 于 方程 H.y) =0 表示 一 个 母线 平行 于 = 轴 的 柱 面 ,而 其 同时 又 是 由 方程 组 消去 
变量 > 后 所 得 的 ,因此 当 уос 满足 方程 组 (5-4-2) 时 ,前 两 个 参数 x,y 必定 满足 方程 
有 H(z,y) 二 0, 这 就 说 明 曲线 C 上 的 所 有 点 都 在 方程 玉 (z,y) 二 0 所 表示 的 曲面 上 。 

由 于 曲线 С 在 方程 有 (zx,y) 二 0 表示 的 柱 面 上 ,而 以 曲线 C 为 准 线 、 母 线 平行 于 = 轴 
的 柱 面 叫 作 曲线 C 关于 хОу 面 的 投影 柱 面 ,投影 柱 面 与 Оу 面 的 交 线 叫 作 空间 曲线 
C 在 zOy 面 上 的 投影 曲线 ,简称 投影 。 因 此 ,方程 Н(х.у)=0 表示 的 柱 面 必定 包含 投影 
柱 面 ,而 方程 


所 表示 的 曲线 必定 包含 空间 曲线 C ТЕ тОу 面 上 的 投影 。 

类 似 地 ,可 以 定义 曲线 C 在 其 他 坐标 面 上 的 投影 : 消去 方程 组 (5-4-2) 中 的 变量 x 或 
变量 y, 再 分 别 和 z=0 或 y=0 联 立 , 即 可 得 到 包含 曲线 C 在 yOz 面 或 >Ox 面 的 投影 的 
曲面 方程 : 


R(y,z)=0 T(z,z) = 0 
|. ы 0 Б у= 0 
例 5-4-4 已 知 两 个 球面 的 方程 分 别 为 
а* + у* += = 1 (5-4-3) 
和 t= 40у 10427 = 1 (5-4-4) 


求 它们 的 交 线 C 在 yOz 面 上 的 投影 方程 。 
解 ” 先 求 包含 交 线 C 而 母线 平行 于 zx 轴 的 柱 面 方程 ,因此 要 由 方程 (5-4-3) 和 方 
程 (5-4-4) 消 去 xz, 并 化 简 得 
х+у=1 
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将 z 一 1 一 y 代入 方程 (5-4-3) 或 方程 (5-4-4) 即 得 所 求 的 柱 面 方程 为 
2y:—2y+ Z = 
这 就 是 交 线 C 关于 уОх 面 的 投影 柱 面 方程 。 两 球面 的 交 线 C 在 yOz 面 上 的 投影 方 


程 为 


2у*—2у-+* = 
х=0 
例 5-4-5 求 由 上 半球 面 z= /2—х*°—у* 和 锥 面 = 一 
ма? +y’ 所 围 成 的 立体 (如 图 5-4-4 所 示 ) 在 хОу 面 上 的 投影 。 


解 ”由 方程 = Мау «= Ма +y ЇҢ Ж: z 得 到 ЮР y 
Zz: 十 六 二 1。 这 是 一 个 母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 面 。 容 易 看 出 ,这 1 
恰好 是 半球 面 与 锥 面 的 交 线 C X: Оу 面 的 投影 柱 面 ,因此 交 图 544 
# C 在 zOy 面 上 的 投影 曲线 为 

+y = 1 
Ке 


这 是 хОу 面 上 的 一 个 圆 ,于 是 所 求 立体 在 rOy 面 上 的 投影 ,就 是 该 圆 在 хОу 面 上 所 
围 的 部 分 
у 


习题 5-4 


1. 求 母线 平行 于 > її [ә ваи р. ‚' 的 柱 面 方程。 
21 ОООО о раль 

y 一 2z 十 7 22 十 光一 4 
э==аж—2 = E: 

3. 求 球面 十 (y 一 1)? 十 (x 十 1)* 二 1 与 平面 y= 的 交 线 在 rOy 面 上 的 投影 的 
方程 。 

4. 求 圆柱 面 Hy =4 与 平面 xz 十 x 二 1 的 交 线 在 уОх 面 上 的 投影 的 方程 。 

5. 求 上 半球 面 z= Va? 一 xz 一 y БЕШ Hy Sar 的 交 线 在 «Ол 坐标 平面 上 的 
投影 的 方程 。 

6. 将 下 列 曲线 的 一 般 方程 转换 为 参数 方程 。 

+y +H 二 4 妇 十 (y 一 1D)2 十 (z 一 2)2 一 1 
O > (2) | 


(1) 


х=0 
== асоѕб 
Z. sawa av 3 个 坐标 面 上 的 投影 的 方程 。 
z=b0 
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5.5 平面 及 其 方程 


5.5.1 平面 的 点 法 式 方 程 


如 果 一 非 零 向 量 垂直 于 一 平面 ,该 向 量 就 叫 作 该 平面 的 法 线 向 量 。 容 易 知道 ,平面 上 
的 任 一 向 量 均 与 该 平面 的 法 线 向 量 垂直 。 

由 于 过 空间 的 一 点 可 以 而 且 只 能 作 一 平面 垂直 于 一 已 知 直 
线 , 因 此 当 平 面孔 上 一 点 Mo (zo ,yo ,zo) 和 它 的 一 个 法 线 向 量 n= 
(A,B,0) 为 已 知 时 ,平面 工 的 位 置 就 完全 确定 了 。 下 面 我 们 来 建 
立 平面 工 的 方程 。 

设 M(Cz,y,z) 是 平面 了 上 的 任 一 点 (如 图 5-5-1 所 示 ) ,那么 
向 量 M,M 必 与 平面 了 的 法 线 向 量 垂直 , 即 它们 的 数量 积 等 
FẸ: 


п, M,M = 0 
由 于 n=(A,B,C), MoM 王 (zz 一 zoyy 一 yyz 一 z0) 
所 以 
A(z— zo) + B(y— уо) + C(z= —zo) = 0 (5-5-1) 


这 就 是 平面 也 上任 一 点 M 的 坐标 zx ,y,z 所 满足 的 方程 。 

反 过 来 ,如 果 M(xz,y,z) 不 在 平面 工 上 ,那么 向 量 Mo。oM 与 法 线 向 量 n 不 垂直 ,从 而 
1。MoM 天 0, 即 不 在 平面 也 上 的 点 M 的 坐标 zx,y,z 不 满足 方程 (5-5-1)。 

由 此 可 知 ,方程 (5-5-1) 就 是 平面 工 的 方程 ,而 平面 荆 就 是 方程 (5-5-1) 的 图 形 。 由 
于 方程 (5-5-1) 是 由 平面 开 上 的 一 点 Mo (zo ,yo zo) 及 它 的 一 个 法 线 向 量 n 二 (A,B,C) 确 
定 的 ,所 以 此 方程 叫 作 平面 的 点 法 式 方程 。 

例 5-5-1 求 过 点 (1,0, 一 2) 且 以 n= 二 (1,2,3) 为 法 线 向 量 的 平面 的 方程 。 

解 ”根据 平面 的 点 法 式 方程 ,得 所 求 平面 的 方程 为 

(2—1) +2у +3(= +2) = 0 

即 Z 十 2y 十 3z 十 5 一 0 

例 5-5-2 求 过 三 点 A(1, 一 1,1),B( 一 1,0,2) 和 C(0,1,3) 的 平面 的 方程 。 

解 我 们 可 以 用 ABXAC 作 为 平面 的 法 线 向 量 n。 
因为 AB=( 一 2,1,1),AC=( 一 1,2,2), 所 以 


i jk 
п = AB x AC 2 1 1|=3]—3k=(0;3;—3) 
=й 0:2 


根据 平面 的 点 法 式 方程 ,得 所 求 平面 的 方程 为 
0Cz 一 D 十 3(y 十 D) 一 3(z 一 1) = 0 
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即 3y 一 3z 十 6 一 0 
5.5.2 平面 的 一 般 方 程 


由 于 平面 的 点 法 式 方程 (5-5-1) 是 xz,y,z 的 一 次 方程 ,而 任 一 平面 都 可 以 用 它 上 面 
的 一 点 及 它 的 法 线 向 量 来 确定 ,所 以 任 一 平面 都 可 以 用 三 元 一 次 方程 来 表示 。 
反 过 来 , 设 有 三 元 一 次 方程 
Ах + Ву +С: +0 = 0 (5-5-2) 
任 取 满足 该 方程 的 一 组 数 xo ,yo,zo, 即 有 
Azro 二 Byo 十 Czo 十 D=0 
把 上 述 两 等 式 相 减 ,得 
A(xz—zo)++B(y—y)++C(z—z0)=0 
这 正 是 通过 点 М, (xo ,yo,zo) 且 以 n= 二 (A,B,C) 为 法 线 向 量 的 平面 方程 。 由 于 方程 
Ах + Ву +С: +D=0 


与 方程 


A(z— xo) + В(у— у) + C(z=— z) = 0 

同 解 ,所 以 任 一 三 元 一 次 方程 Az 十 By 十 Cz 十 D=0 的 图 形 总 是 一 个 平面 。 方 程 Az 十 By 十 
Cz+D=0 称 为 平面 的 一 般 方 程 , 其 中 zy'z 的 系数 就 是 该 平面 的 一 个 法 线 向 量 n ЙО АА 
标 , 即 n=(A,B,C)。 

例如 ,方程 2x 十 y 一 4z 十 8 二 0 表示 一 个 平面 n= (2,1, 一 4) 是 这 平面 的 一 个 法 线 
向 量 。 

对 于 一 些 特殊 的 三 元 一 次 方程 ,应 该 熟悉 它们 的 图 形 特点 。 

Щщ D=0 时 ,方程 (5-5-2) 成 为 Ax 十 By 十 Cz 二 0, 它 表示 一 个 通过 原点 的 平面 。 

当 A=0 时 ,方程 (5-5-2) 成 为 By 十 Cz 十 D=0, 法 线 向 量 n 二 (0,B,C) WEF xh 
它 表示 一 个 平行 于 zx 轴 的 平面 。 

当 B=0 时 ,方程 (5-5-2) 成 为 Azr 十 Cz 十 D=0, 法 线 向 量 n==(A,0,C) 垂 直 于 yy 轴 ， 
它 表 示 一 个 平行 于 y 轴 的 平面 。 

当 C=0 时 ,方程 (5-5-2) 成 为 Az 十 By 十 忆 =0, 法 线 向 量 na=(A,B,0) 垂 直 于 = 轴 ， 
它 表示 一 个 平行 于 x 轴 的 平面 。 

4 A=B=0 时 ,方程 (5-5-2) 成 为 Cz 十 D0, 法 线 向 量 n 二 (0,0,C) 同 时 垂直 于 xz 轴 
A у 轴 , 它 表示 一 个 平行 于 rOy 面 的 平面 。 

当 B=C=0 时 ,方程 (5-5-2) 成 为 At 十 D==0, 法 线 向 量 n 二 (A,0,0) 同 时 垂直 于 
轴 和 =* 轴 , 它 表示 一 个 平行 于 yOz 面 的 平面 。 

当 A=C=0 时 ,方程 (5-5-2) 成 为 By 十 D==0, 法 线 向 量 n= 二 (0,B,0) 同 时 垂直 于 x 
HA z 轴 , 它 表示 一 个 平行 于 zOz 面 的 平面 。 

例 5-5-3 求 通过 yy 轴 和 点 (一 3, 一 1,1) 的 平面 的 方程 。 

解 平面 通过 y 轴 , 一 方面 表明 它 的 法 线 向 量 垂 直 于 y 轴 , 即 B 一 0; 另 一 方面 表明 它 
必 通 过 原点 , 即 D 二 0。 因 此 可 设 该 平面 的 方程 为 


“° 
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= 
Ах + Се = 0 
又 因为 该 平面 通过 点 (一 3, 一 1,1) ,所 以 有 
—3A+C=0 
或 C=3A 


将 其 代入 所 设 方程 并 除 以 ACA20) , 便 得 所 求 的 平面 

方程 为 
х +32 = 0 

#1 5-5-4 ” 设 一 平面 与 zx、y、zx 轴 的 交点 依次 为 
P(a,0,0),Q(0,5,0),R(0,0,c) 三 点 ,如 图 5-5-2 所 示 。 求 
该 平面 的 方程 (其 中 a 去 0,6 隆 0,c 取 0)。 

解 ”解法 1: 设 所 求 平面 的 方程 为 5-5-2 

Ar+By+Cz+D = 0 

因为 点 P(ta,0,0),Q(0,65,0),R(0,0,c) 都 在 该 平面 上 ,所 以 点 P,Q,R 的 坐标 都 满足 

所 设 方程 , 即 有 


aA+D=0 
bB+D=0 
cC+D=0 
由 此 得 A D, в=—Р, С р 
将 其 代入 所 设 方程 ,得 
D, Dy -7 tD 0 
即 b аш. 
解法 2: 因为 PQ=( 一 a,6,0),PR=( 一 a,0,c), 则 
£ jt 
n PQ x PR ¿ Ж. bci 十 acj + abk = (bc.,ac,ab) 
—a 0 с 
根据 平面 的 点 法 式 方程 ,可 得 


bc(z —a) +ac(y—0)+ ab(z—0) = 0 
方程 两 端 同时 除 以 abc, 即 得 


= У 8—1 

а b c 
上 述 方程 叫 作 平面 的 截 距 式 方程 ,而 a.6,c 依次 叫 作 平面 在 zx,y,z 轴 上 的 截 距 。 
5.5.3 两 平面 的 夹 角 


两 平面 的 法 线 向 量 的 夹 角 ( 通 常 指 锐角 ) 称 为 两 平面 的 夹 角 。 
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HEM П, 和 I 的 法 线 向 量 分 别 为 m= 二 (Ai,Bi,C1) 和 ns 二 (As,B,,C;), 那 么 平面 
II, A HT, 的 赤 角 0 Wà E: (ni enz) Ñ C ni on ) 二 x 一 (m5, 码 ) 二 者 中 的 锐角 ,因此 ,cos0 二 
|cos (m,n)|。 按 两 向 量 夹 角 余弦 的 坐标 表示 式 ,平面 П, 和 H, 的 夹 角 0 可 由 


| AA; + B, B; + С.С, | 
А: + Bi + Ci + JVA + B; + C; 


cos0 


来 确定 。 
从 两 向 量 垂直 ,平行 的 充分 必要 条 件 立 即 推 得 下 列 结论 。 
(1) 平面 及 M 垂直 ,相当 于 A,A: 十 B,B: 十 CiC: 一 0。 


D жп, ft I, PEREA MATE- P-E, 

例 5-5-5 RHPH zx 一 > 十 V2x 一 3 王 0 和 xz 十 y 十 V2x 十 5 一 0 的 夹 角 。 

解 ” 由 已 知 ,可 得 如 ==(1, 一 1,V2),ns 二 (1,1,V2), 则 有 
АА, + В,В, + СС, 1 

А+ ВС. М/А +В: +С; 


cos0 


|1X1+ C— 1) X1+ (2 х./2 | 
М + C 1: + 009 X Л + 1: + a) 


1 

2 

所 以 ,所 求 夹 角 为 j= 

# 5-5-6 设 Pu(zoyyoyzo) 是 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D=0 外 的 一 点 , 求 Po。 到 该 平面 


的 距离 ,如 图 5-5-3 所 示 。 8 
й 设 e 是 平面 上 的 单位 法 线 向 量 。 在 平面 上 任 取 一 点 
P.G yi si) , 则 Po 到 该 平面 的 距离 为 Py 
d =| Prj, P,P, | 
WA Prj, PiP, =P,P, ғ e, һм 
而 0 ба 


Pı Po = (20—21 syo — у szo 21) 


得 Pa, Р.Р, = РР, + е, Alro ~zn) Bly — у) -С(20— 21) 
AFB +С? 

_ Аз Ву КС, – (Аз Ву Сг) 
А? +В +С 


由 于 Р, (zi ут zi) ОРТАГ ИАА. BJ 
Axı + Ву + СЕ, +D = 0 


196 ”大 学 数学 ( 微 积分 ) 


= 
于 是 Pri, РЫР = Аз Ву БС +D 
А? +В? +С? 


从 而 得 到 平面 外 任 一 点 Р (же. уо) АРЕ Az 十 By 十 Cz 十 了 =0 的 距离 公式 为 
| Azo 十 Byo 十 Czo 十 DD | 
МАЗ + В* +C 
例 5-5-7 求 点 (一 1,2,1) 到 平面 3x 一 2y 十 x 十 1 二 0 的 距离 。 
解 ” 利 用 点 Po (zo ,yo ,zo) 到 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D=0 的 距离 公式 进行 计算 : 


= 


а 125» + Ву + бз +D | |13X (一 1) 十 (一 2?X2 十 1X1 十 11 
УМА FB +C: МЗ С 2) + É 
c SL. 
Vi4 
习题 5-5 


1. 求 过 点 (1,2,3) 且 与 平面 zx 一 2y 十 4z 十 3 一 0 平行 的 平面 的 方程 。 
2. 一 平面 通过 两 点 M (1,1,1) 和 M:(0,1, 一 1) 且 垂直 于 平面 zx 十 y 十 一 0, 求 它 的 
方程 。 


з. 求 过 点 Mo(1,3, 一 2) 与 连接 坐标 原点 及 点 Мо 的 线段 OM, 垂直 的 平面 方程 。 
4. 指出 下 列 各 平面 的 特殊 位 置 ,并 画 出 各 平面 。 

(1) z=0 (2) 2y—1=0 

(3) y 十 z 一 2 (4) =2—2=0 


5. 求 平面 42у —22=0 与 平面 2z—y+3z=0 的 夹 角 。 

6. RETF х 8 B PER А (3.0, —2),ВС— 1.1.2) Ë , 

7. 求 通 过 = 轴 且 过 点 M(2, 一 4,3) 的 平面 方程 。 

8. 求 平行 于 Ох 平面 且 经 过 点 (1, 一 1,2) 的 平面 方程 。 

9. 求 过 点 (1,1,4) 且 平行 于 向 量 e=(1, 一 2,0) ,b= 二 (一 1,3,4) 的 平面 方程 。 

10. 已 知 一 平面 过 三 点 A(1,1, 一 1),B(1, 一 1,2),C (一 2, 一 2,2) , 求 该 平面 的 方程 。 
11. 求 点 (一 1,3,2) 到 平面 r—2y+2z+9=0 的 距离 。 


5.6 空间 直线 及 其 方程 


5.6.1 空间 直线 的 一 般 方程 


设 直线 工 ЕЛИП, 与 平面 П, 的 交 线 ,如 图 5-6-1 所 示 ,平面 H, 与 平面 IL, 的 方程 
分 别 为 A1x 十 Biy 十 Ciz 十 Di 二 0 和 A;=+ B,y+C;z=+ D, =0,JËEZ A M 在 直线 L LHE 
仅 当 点 M 同时 在 这 两 个 平面 上 , 即 当 且 仅 当 它 的 坐标 同时 满足 这 两 个 平面 方程 即 方程 组 
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Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di 一 0 
Ах + Bzy + Сх + D: = 0 


(5-6-1) 


时 ,点 M 在 直线 世上 ;反之 ,如 果 点 M 不 在 直线 L 上 ,那么 
它 不 可 能 同时 在 平面 下 SF I, 上 ,所 以 它 的 坐标 不 满足 
方程 组 (5-6-1)。 因 此 ,直线 工 可 以 用 方程 组 (5-6-1) 来 表 
图 5-6-1 示 。 上 述 方程 组 叫 作 空间 直线 的 一 般 方程 。 
通过 空间 一 直线 工 的 平面 有 无 限 多 个 ,只 要 在 这 无 限 多 个 平面 中 任意 选取 两 个 ,把 
它们 的 方程 联 立 起 来 ,所 得 的 方程 组 就 表示 空间 直线 工 。 


5.6.2 空间 直线 的 对 称 式 方程 与 参数 方程 


如 果 一 个 非 零 向 量 平 行 于 一 条 已 知 直线 ,这 个 向 量 就 叫 作 这 条 直线 的 方向 向 量 。 容 
易 知 道 , 直 线 上 任 一 向 量 都 平行 于 该 直线 的 方向 向 量 。 

由 于 过 空间 一 点 可 作 而 且 只 能 作 一 条 直线 平行 于 一 已 知 直线 ,所 以 当 直线 工 上 一 点 
Meu(zoyyoyzo) 和 它 的 一 方向 向 量 s= mn, p) HE A, HR L 的 位 置 就 完全 确定 了 。 
下 面 来 建立 此 直线 的 方程 。 

设 M(z,y,z) 是 直线 工 上 的 任 一 点 ,那么 向 量 MoM 与 L 
的 方向 向 量 s 平行 ,如 图 5-6-2 所 示 。 所 以 ,两 向 量 的 对 应 坐 
标 成 比例 ,由 于 MoM (m—mzo yy sz—z),+,s=(m.n, p), 
从 而 有 


图 5-6-2 


3 — Se y— Уо z=— 
m n Р 


注 : 当 m,n,p РҖ— А $E. e т=0. m n, p 0 时 ,该 方程 组 应 理解 为 
一 ZXo 一 1 


=> =< o° 
n p 


= (5-6-2) 


当 т.п.р Ф Л Ж, Зо m=n=0, m p 关 0 时 ,该 方程 组 应 理解 


хт—=0 
af й 

区 的 一 

反之 ,如 果 点 M 不 在 直线 工 上 , 则 向 量 M,M 与 方向 向 量 s 不 平行 。 这 两 个 向 量 的 对 
应 坐标 就 不 成 比例 。 因 此 ,方程 组 (5-6-2) 就 是 直线 L. 的 方程 , 叫 作 直线 的 对 称 式 方程 或 
点 向 式 方程 。 

直线 的 任 一 方向 向 量 s 的 坐标 (m,n,p) 叫 作 该 直线 的 一 组 方向 数 ,而 向 量 s 的 方向 
余弦 叫 作 该 直线 的 方向 余弦 。 

由 直线 的 对 称 式 方程 容易 导出 直线 的 参数 方程 。 


设 一 2 一 一, 即 可 得 方程 组 


m n 
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+= zo +mt 
} = yo +nt 
z = z + pt 
此 方程 组 就 是 直线 的 参数 方程 。 
иет 用 对 称 式 方程 及 参数 广 各 表示 直线 人》 >。 
一 2y 十 3z 一 4 
解 ” 先 求 直线 上 的 一 点 , 取 z 一 1, 有 
y—2z = 0 
r 2y+3z=3 
解 此 方程 组 ,得 y= 一 6,z 二 一 3, 即 (1, 一 6, 一 3) 就 是 直线 上 的 一 点 。 
再 求 该 直线 的 方向 向 量 s。 由 于 两 平面 的 交 线 与 这 两 平面 的 法 线 向 量 加 二 (1,1, 一 2)， 
ma 一 (1 ,一 2,3) 都 垂直 ,所 以 可 取 


| 天 
5 = т Хп; 1 1 2| 一 一 让 一 中 一 总 
L — 3 
因此 ,所 给 直线 的 对 称 式 方程 为 
| 
r= f. 一 5 — 3 


Фа ITE EES i нуна на ӨЕМ 


5.6.3 两 直线 的 夹 角 


两 直线 的 方向 向 量 的 夹 角 ( 通 常 指 锐 角 ) 叫 作 两 直线 的 夹 角 。 
设 直线 L, A L, 的 方向 向 量 分别 为 % = (m sm р) A s, = (m; sms pa) ARA L, 和 
L, 的 夹 角 q 就 是 ( вов DA srs )==—( sss, ) 两 者 中 的 锐角 ,因此 ,cosg 一 |cosC sr ss |. 
根据 两 向 量 的 夹 角 的 余弦 公式 ,直线 L, 和 L, 的 夹 角 e 可 由 
| mim; + nin; + pip: | 
mi +m + pi + Jm + nš + pš 


coso 


来 确定 。 
从 两 向 量 垂直 ,平行 的 充分 必要 条 件 可 推出 下 列 结论 。 
(1) 两 直线 L, A L: 相互 垂直 相当 于 mm Бп +p р = 0; 
(2) 两 直线 L, 和 L, 相互 平行 相当 于 型 一 型 一 全 
т; m pz 
—@2_ y+5 _ z+3 ate yT a-t 
1 үл 1 M Lz: 1 F 1 的 夹 角 。 


例 5-6-2 RER L:T 
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E ”两 直线 的 方向 向 量 分 别 为 % = (1./2.1)ЯП 5; = (1./2,—1)„ BAER K H ffl 
为 g, 则 


es 11X1+w2 Xv2 十 1X( 一 1D | 1 
PEHE хә ЕС): 2 
所 以 3 


5.6.4 直线 与 平面 的 夹 角 


当 直 线 与 平面 不 垂直 时 ,直线 和 它 在 平面 上 的 投影 直线 的 夹 角 9| 0<g 一 他 ] 称 为 直 
线 与 平面 的 夹 角 , 如 图 5-6-3 所 示 。 当 直线 与 平面 重 直 时 , 规 


定 直线 与 平面 的 夹 角 为 于 。 z 
设 直线 的 方向 向 量 s 二 (mn,p) ,平面 的 法 线 向 量 为 n= T 


(A,B,C) ,直线 与 平面 的 夹 角 为 p, 那 么 p= $ (т) , 因 


此 ,sinp 王 |cos(s,m)|。 按 两 向 量 夹 角 余 弦 的 坐标 表达 式 , 有 图 5-6-3 

| Am + Вп + Cp | 
At + B! +C! . Vm + n° + p° 

因为 直线 与 平面 垂直 相当 于 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 线 向 量 平行 ,所 以 ,直线 与 平 
面 垂 直 相 当 于 


sing 


A B: 在 


m n p 
因为 直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 线 向 量 垂 直 , 所 
以 ,直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 
Am + Вп + Cp = 0 
例 5-6-3 求 过 点 (1,0, 一 2) 且 与 平面 3+ 十 2y 一 zx 十 7 二 0 垂直 的 直线 的 方程 。 
解 平面 的 法 线 向 量 (3,2, 一 1) 可 作为 所 求 直线 的 方向 向 量 。 由 此 可 得 所 求 直线 的 
方程 为 


工 一 1 z+2 
3 2 Бы | 
#1 5-6-4 жуй ма,2, -DASARI VHA EE n rE, 


解 因为 所 求 平面 与 直线 一 2 一重 直 , 故 可 取 平面 的 法 线 向 量 为 n= 


(一 1,3,1) ,又 因为 平面 过 点 M(1,2, 一 1) ,根据 点 法 式 方程 ,可 得 
—1X(z=—1)+3X (y—2)+1X (+1) = 0 
故 所 求 平面 方程 为 
Z 一 3y 一 z 十 4 一 0 
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例 5-6-5 求 过 点 (一 1,2,3) 且 与 两 平面 x 一 2y 二 5 和 2z 十 y 一 3 一 3 的 交 线 平行 的 
直线 的 方程 。 

解 平面 z 一 2y 王 5 和 2z 十 y 一 3 一 3 的 交 线 的 方向 向 量 就 是 所 求 直线 的 方向 向 量 
s; 而 平面 z 一 2y 二 5 和 2x 十 y 一 3z 二 3 的 法 线 向 量 分 别 为 т, = (1, 
—2,0; na =(2;1; 3), h 


š f k 
5 = т Хп 1 Z o 61-T 3J'-T 5& 
2 1 一 3 


故 所 求 直 线 的 方程 为 


例 5-6-6 求 直线 < 一 2 一 2 与 平面 2z 十 3y 一 2: 一 4 一 0 的 交点 。 
解 ” 所 给 直线 的 参数 方程 为 
X=3+t, y=4+t, z= 6+2t 
将 其 代入 平面 方程 中 ,得 
203+) +3044 +£) —– 206 + 21) — 4 0 
解 该 方程 ,得 ,一 一 2。 将 := 一 2 代入 直线 的 参数 方程 ,得 所 求 交点 的 坐标 为 


х=1, y=2, z=2 


例 5-6-7 求 过 点 (2,1,2) 且 与 直线 2 一 一 3 


解 ”过 已 知 点 与 已 知 直线 相 垂直 的 平面 的 方程 为 
(z—2)+(y—1)+2(z—2)= 0 
即 xtyt2z= 
此 平面 与 已 知 直 线 的 交点 为 (1,2,2)。 
所 求 直线 的 方向 向 量 为 


垂直 相交 的 直线 的 方程 。 


s= (1,2,2)— (2,1,2) = (一 1,1,0) 
又 因为 直线 过 点 (2,1,2) ,根据 点 向 式 , 可 得 所 求 直线 的 方程 为 


"i E nk | 
Ж т 
2—2 = 0 
习题 5-6 
z—y+3z= 
1 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表示 直线 | 。 s 
x—2y+z=6 


2. 求 过 点 (1,2,3) 且 与 向 量 ae 王 (1,0,2) 平 行 的 直线 方程 。 
3. 求 过 点 (1,3, 一 2) 且 与 向 量 ea 一 (0,0,3) 平 行 的 直线 方程 。 


1. 求 过 点 (一 1,3,4) 且 平行 于 直线 二 一半 一 汪 二 的 直线 方程 。 
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5. 求 过 两 点 A(1,0, 一 2) 和 B(3,2, 一 1) 的 直线 方程 。 
6. 求 过 点 M(3,4, 一 1) 且 与 平面 2z 十 y 十 5 一 9 一 0 垂直 的 直线 方程 。 


Z 一 2y 十 4z 一 5 一 0 
垂直 的 平面 方程 。 
3z 十 5y 一 2z 十 3 一 0 


8. 求 过 点 (0,2,4) 且 与 两 平面 z 十 2z 王 3 和 y 一 3z 一 1 平行 的 直线 方程 。 


T. жиз. рачна 


2x 十 2y 一 < 十 5 二 0 5x—3y 十 3z 十 2 二 0 
э. RER iea A a а 
10. 来 平面 十) 一 < 十 8 一 чи“ УТ ma. 
ZX 十 y 一 z= 二 0 


11. 试 确定 下 列 各 组 中 的 直线 与 平面 间 的 关系 。 


аз = ZAI 2x 2y+5z=7; 


=z-F2_y—1 z DY 
(2) 4 T 二 5 和 zz 十 y 十 x 5. 


12. 求 点 (一 1,0,2) 在 平面 x 一 2y 十 3z 十 2 二 0 上 的 投影 。 


前 面 儿童 我 们 讨论 的 函数 都 只 有 一 个 自 变 量 ,这 种 函数 叫 作 一 元 函数 。 但 在 自然 科 
学 与 工程 技术 ,乃至 经 济 生活 等 诸多 实际 问题 中 ,往往 牵涉 多 方面 的 因素 ,反映 到 数学 上 ， 
就 是 一 个 变量 依赖 于 多 个 变量 的 情形 ,这 就 提出 了 多 元 函数 及 多 元 函数 的 微分 和 积分 问 
题 。 多 元 函数 及 其 微 积 分 是 一 元 函数 及 其 微 积 分 的 推广 和 发 展 ,它们 有 许多 类 似 之 处 ,但 
有 些 地 方 则 有 着 重大 的 差异 。 从 一 元 推广 到 二 元 时 会 产生 许多 新 问题 ,但 由 二 元 推广 到 
三 元 或 更 多 元 时 则 不 会 出 现 本 质 的 差异 ,因此 讨论 多 元 函数 时 着 重 讨论 二 元 函数 的 情形 。 


6.1 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 


6.1.1 多 元 函数 的 概念 
1. 二 元 函数 的 定义 


二 元 函数 是 指 依赖 于 两 个 自 变量 的 函数 关系 。 
例如 , 设 和 矩形 的 边 长 分 别 为 zx 和,' 则 矩形 的 面积 S 为 
5 = ху 
其 中 , 当 z 和 > 每 取 定 一 组 值 时 ,就 有 了 确定 的 面积 值 S, 即 S 依赖 于 zx 和 > 的 变化 而 变 
化 。 如 果 z 和 y 有 一 个 固定 不 变 , 则 此 时 S 只 依赖 于 一 个 变量 ,也 即 为 一 元 函数 。 

又 如 ,在 生产 中 ,产量 Q 与 投入 的 劳动 力 L 和 资金 之 间 有 如 下 关系 式 : 

Q = AL*K (6-1-1) 
Ж, Л2>0,а2>0,8220 为 常数 ,公式 (6-1-1) 称 为 柯 布 一 道格拉斯 生产 函数 。 

EX 6-1-1 ÜZ D ж хОу 面 上 的 区 域 ,已 是 一 实数 集 , 如 果 对 于 D 中 的 每 一 个 点 
Р(х,у) ,按照 某 一 对 应 关系 ERS E 中 都 有 唯一 的 一 个 实数 z 与 之 对 应 , 则 称 z 为 变 
E x.y 的 二 元 函数 (或 点 己 的 函数 ) , 记 作 

z= f(z,y) 或 == f(P) 
其 中 ,x 和 > 称 为 自 变 量 ,* 称 为 因 变 量 ,区 域 D 称 为 函数 的 定义 域 ,三 称 为 对 应 法 则 。 
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该 定义 可 以 推广 到 三 元 或 三 元 以 上 函数 的 情形 ,二 元 及 二 元 以 上 的 函数 统称 为 多 元 

函数 ,与 一 元 函数 相同 ,多 元 函数 也 是 由 对 应 法 则 f 和 定义 域 D 这 两 个 因素 完全 决定 的 。 
这 里 主要 研究 二 元 函数 。 


2. 二 元 函数 的 定义 域 


二 元 函数 定义 域 的 求法 与 一 元 函数 类 似 。 其 定义 域 在 几何 上 通常 表示 平面 上 的 一 个 
域 。 
例 6-1-1 Ж == у 的 定义 域 , 并 画 出 其 所 表示 的 平面 区 域 。 
# ”要 使 该 函数 有 意义 , 须 满足 
r> 0 
一 ce < y <+ c 
所 以 该 函数 的 定义 域 为 
D = { (x,y) | =< > 0, — so < y <+ °°) 
其 所 表示 的 平面 区 域 如 图 6-1-1 中 阴影 部 分 所 示 。 SE Бы 
B 6-1-2 Ж t+ 的 定义 域 ,并 面 出 
其 所 表示 的 平面 区 域 。 
解 ” 要 使 该 函数 有 意义 , 须 满足 : 
0—10 
М +y —1 #0 Ё 
ау 120 
所 以 该 函数 的 定义 域 为 
D = {(х,у) | =+ y<1,z2 +y >1) 
其 所 表示 的 平面 区 域 如 图 6-1-2 中 阴影 部 分 所 示 。 
二 元 函数 的 定义 域 通 常 是 平面 上 的 区 域 , 它 往往 是 由 一 条 
或 几 条 曲线 所 围 成 的 。 围 成 区 域 的 曲线 称 为 区 域 的 边界 ,包含 
边界 在 内 的 区 域 称 为 闭 区 域 , 不 含 边界 在 内 的 区 域 称 为 开 区 域 ， 
如 例 6-1-2 中 的 定义 域 就 为 开 区 域 。 如 果 一 个 区 域 可 以 全 部 包 
含 在 一 个 以 原点 为 圆心 ,以 适当 大 的 正 数 为 半径 的 圆 内 , 则 称 该 
区 域 为 有 界 区 域 ,否则 称 为 无 界 区 域 ,如 例 6-1-1 和 例 6-1-2 中 


x 


ауД 
же Ру 1 


图 6-1-2 


的 区 域 都 为 无 界 区 域 。 

3. 二 元 函数 的 几何 意义 

一 元 函数 在 几何 上 表示 平面 上 的 一 条 有 曲线 ,而 二 元 函数 < 二 f(z,y) 在 几何 上 表示 空 
间 中 的 一 个 曲面 。 例如 ,二 元 函数 < = x° + у* 的 图 形 为 旋转 抛物 面 ;二 元 函数 


z= Ма? 一 x 一 y (Ca>0) 的 图 形 是 球 心 在 原点 ,半径 为 w 的 上 半球 面 。 二 元 函数 的 定义 域 
D 则 是 该 曲面 在 xzOy 面 上 的 投影 ,读者 要 认真 领会 它们 的 区 别 与 联系 。 
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4. 平面 上 的 邻 域 


定义 6-1-2 设 (zo ,yo) 为 平面 上 一 点 ,6 二 0, 称 集合 
D = {(х,у) | /(z— zo) + (y— у) < ó) 
为 点 (zo ,yo) 的 6 邻 域 , 记 作 Us(zo ,yo)。 
点 (zo,yo) 的 6 邻 域 Us(zo ,yo) 在 几何 上 表示 以 点 (zo ,yo) 为 圆心 ,以 6 为 半径 的 圆 内 
区 域 (不 含 圆周 ) ,所 以 常 称 该 邻 域 为 开 圆 。 


6.1.2 多 元 函数 的 极限 与 连续 


1. 二 元 函数 的 极限 


定义 6-1-3 ”如果 当 点 (zx,y) 以 任何 方式 趋 于 点 (zo ,yo) 时 ,函数 < 二 f(z,y) 无 限 靠近 
于 某 一 个 常数 A, 则 称 A 为 当 点 (z,y) 趋 于 点 (zo,yo) 时 函数 /(z,y) 的 极限 (二 重 极限 )， 
记 作 
lim /f(z,y) = A 


或 ГС у) вА (у) (озу) 

关于 该 定义 应 注意 以 下 两 点 。 

(1) (ау) (то уо). Ш z—zo уу 8 Село) (у уо) 0, 

(2) 虽然 二 元 函数 极限 定义 与 一 元 函数 极限 定义 很 相似 ,但 是 它们 又 有 很 大 的 区 别 。 
在 一 元 函数 极限 中 ,zx 一 xz。 只 有 两 种 方式 , 即 zz Arrio MANKE ARRE 
在 且 相 等 时 ,x 一 zo 的 极限 存在 。 而 在 二 元 函数 极限 中 ,由 于 点 (zx,y) 和 (zo ,yo) 均 是 平面 


上 的 点 ,点 (x,y) 趋 向 于 点 (zo,yo) 会 有 无 数 多 条 路 线 ,而 只 有 沿 这 无 数 多 条 路 线 的 极限 
均 存 在 且 都 相等 时 ,二 元 函数 的 极限 才 存在 。 可 见 二 元 函数 极限 比 一 元 函数 的 极限 要 复 
杂 得 多 。 


pers Ж lim 818600), 


«уо T 


А sin(xy) а sin(xy) 。 > sin(zy) 。 a 
# = йы z я ху y ж. t ху a t A 
=1х2=2 
ху 2 2 
а Fy TA 
“ 例 6-1-4 讨论 函数 ГС, у) к T y ” 在 点 (0,0) 处 有 无 极限 。 
0 2+5=0 


解 
Ф 当 点 PCz,y) 沿 工 轴 趋 于 点 (0,0) 时 ， 
lim f(x,y) = limf(z=,0) = lim0 = 0 
(zr (oo), = = 


© 当 点 P(z,y) 沿 > 轴 趋 于 点 (0.0) 时 ， 
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lim f(x,y) = limf(0,y) = lim0 = 0 
‹х,»)—(о,о› x уто 


© 当 点 P(z,y) 沿 直线 у= Ах О.О), Ц РВЕ t p 的 选取 有 关 , 因 此 ,函数 
f(zsy) 在 点 (0,0) 处 无 极限 。 


Wi — im k 
0,0) х? + y° = х* Б Ал? 14° 


2. 二 元 函数 的 连续 性 


定义 6-1-4 ”如 果 函 数 /(z,y) 满 足下 列 条 件 : 
(1) 在 点 (zo ,yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 ; 
(2) 极限 lim ,f(z'y) 存 在 ; 


(3) lim (х,у) = (ло, уо), 
š 


Сну оуу 


则 称 函数 Су) TEI Сто > yo DAE А, TIER Соу) {Е Со ,yo) 点 处 不 连续 或 间断 。 

类 似 于 一 元 函数 ,如 果 二 元 函数 FCz,y) 在 区 域 D 上 的 每 一 个 点 处 都 连续 , 则 说 二 元 
函数 /(z,y) 在 区 域 D 上 连续 ,或 者 称 /(z,y) 是 D 上 的 连续 函数 。 

对 于 例 6-1-4, 其 定义 域 DSR ,但 fCz,y) 当 (zy) 一 (0,0) 时 的 极限 不 存在 ,所 以 点 
0O(0,0) 是 该 函数 的 一 个 间断 点 。 


又 如 ,函数 /(zx,y) =зїп ттуу ШАУ р= (02у) l2 +y 1), 100 


С= { (х,у) | 十 y= 二 1), 则 (x,y) 在 C 上 没有 定义 。 当 然 , f(x,y) 在 C 上 各 点 处 都 不 
连续 ,所 以 圆周 C 上 各 点 都 是 函数 /(z,y) 的 间断 点 。 

注 : 间断 点 可 能 是 孤立 点 ,也 可 能 是 曲线 上 的 每 一 个 点 。 

可 以 证 明 , 多 元 连续 函数 的 和 、 差 、 积 仍 为 连续 函数 ;连续 函数 的 商 在 分 母 不 为 零 处 仍 
连续 ;多 元 连续 函数 的 复合 函数 也 是 连续 函数 。 

与 一 元 初等 函数 类 似 ,多 元 初等 函数 是 指 可 用 一 个 式 子 表示 的 多 元 函数 ,这 个 式 子 是 
由 常数 及 具有 不 同 自 变量 的 一 元 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 复合 运算 


而 得 到 的 。 例如 ,2 二 于 二 二 ,sin(z?y 二 aretany) se tt 等 都 是 多 元 初等 丽 数 。 


一 切 多 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 都 是 连续 的 。 所 谓 定义 区 域 是 指 包含 在 定义 域内 
由 多 元 连续 函数 的 定义 ,如 果 要 求 多 元 连续 函数 SPO FES Po 处 的 极限 ,而 该 点 又 
在 此 函数 的 定义 区 域内 , 则 


lim CP) = SPa) 
lim zta 
«уа. TY Š 
解 шй /(z,y) 一 > 是 初等 丽 数 , 它 的 定义 域 为 
D = {(х,у) | r Z 0,yZ 0) 
Po(1,2) 在 函数 的 定义 区 域内 ,因此 


例 6-1-5 求 
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Я = == Ж 
lim f(x,y) = f(1,2) = — 
(Cr 一 (1,2) 2 
例 6-1-6 R lim zy 十 1 一 1 
(any) (0.0) ту 
解 解法 1 
йүз мМху 1—1 P (уху 1—1) (уху 1 + 1 
《zy) 一 (0,0) zy Cay) — (0,0) zy ( Vzy+1 +1) 


š 1 1 
жыл Zm Ері, 2 
解法 2: 令 kx 一 zy, 则 当 (z,y) 一 (0,0) 时 ,w->0, 所 以 


ы Ухҗху+1—1 _,. Vu+l1—1 _ li (wuti —1)X Vut + D 
lim lim lim 
(х,у)-*(0,0›) ту u0 u u0 E /ж-ЕЛЕТ? 


sisa == =. 


o Juft 2 
E: 本 题解 法 2 表明 ,多 元 函数 的 极限 问题 有 时 可 以 转化 为 一 元 函数 的 极限 问题 。 


3. 二 元 连续 函数 的 性 质 


与 闭 区 间 上 一 元 连续 函数 的 性 质 相 类 似 ,在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 有 如 下 
性 质 6-1-1( 有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 的 二 元 函数 , 必 
定 在 D 上 有 界 , 且 能 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 。 
性 质 6-1-1 就 是 说 ,车 /(P) 在 有 界 闭 区域 D 上 连续 , 则 必定 存在 常数 M 二 0, 使 得 对 
一 切 PED, # | f(P)| <M; НЕ P,P: €D, (49 
fOP,) = max (f(P) | P € D) 
/(Р,) = min (f(P) | P € D) 
性 质 6-1-2( 介 值 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 的 二 元 函数 必 能 取得 介 于 最 大 值 和 
最 小 值 之 间 的 任何 值 。 
性 质 6-1-2 就 是 说 , 若 /(P) 在 有 界 闭 区域 D 上 连续 , 则 对 介 于 最 大 值 和 最 小 值 之 间 
的 任何 常数 C, 存 在 PED, 使 得 /(P)==C 
BERTZ 元 函数 的 极限 和 连续 的 讨论 完全 可 以 推广 到 三 元 及 三 元 以 上 的 函数 。 


习题 6-1 
1. 已 知 圆锥 的 高 为 ,母线 长 为 1, 试 用 hl 表示 圆锥 的 体积 V。 
2. 设 /(usv) = 二 uv, 求 sadas). 


3. 设 /(х,у)=л*+у*%,Ж FCsin(z 十 y) ,en ) 。 
4. 求 下 列 各 函数 的 定义 域 ,并 画 出 定义 域 的 图 形 : 
(1) z 王 ln(1 一 |zl 一 |y|) (2) z= Мт — у? 


——————— 
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(3) ==arcsin(z° + y°) (4) z= /4х*+9у*—36 
(5) z=arccos (z—1) —/y (6) z= /1—а? + /4— у 
1 1 
(7) z= + 
saty ауу 
“(8) и a 1 (R>r>0) 
5. 求 下 列 函 数 的 极限 。 
Inle +y?) * z' +y' 
а) e-a 2 +y a єй erty 
3 tan(xy) š ху 
(8) ЕА y ч „И 2— /ху+14 
Р ; 1—cos(z° +y?) ë š /8@—е" —1 
5) Ж l Hy y e> ©з „ИЮ 5 ху 
`6. 讨论 函数 /(zvy) 一 在 原点 (0,0) 处 是 否 有 极限 。 


6.2 偏 导数 和 全 微分 


6.2.1 偏 导 数 


1. 偏 增 量 与 全 增 量 


设 二 元 函数 «= zy) 在 点 (zoyyo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 , 当 у= уо 保持 不 变 时 ,z= 
zyyo) 可 看 作 一 元 函数 。 当 自 变 量 z 在 zw 处 取 改 变量 Ar 时 ,相应 的 函数 < 的 改变 量 
РС ++ Ах», yo) — [Се уо) 8 26% «= /zy) 在 点 (zo,yo) 处 关于 自 变量 x 的 偏 增 
量 , 记 作 Az, B Az 王 (xzo 十 Az,yo) 一 FCzoyyo)。 

同 理 , 可 以 定义 关于 自 变量 y 的 偏 增 量 A,z 二 /f(xo,yo 十 Ay) 一 f(xo ,yo)。 

М = ГО у) Е (хо ,yo) 处 的 全 增 量 , 记 作 Az, BI 


z = f(zot Az, yo + Ay) — f(zo ,yo) (6-2-1) 
2. 偏 导 数 的 定义 
定义 6-2-1 设 二 元 函数 z= zy) 在 点 (zo,yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,如 果 极限 
lim A= йа f(zo nay) — ан телш 


ТЕЛЕ , WJ PR X 12 BR [И РА z — /(х. у) EA Со. yo ) iË £ F В E х 的 偏 导数 , 记 作 
9f(zo,yo) 


4? дт 


=s 


==, 28 
L 


э=» gx 


同 理 , 如 果 极 限 


fl lao уо). = 
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iim A= т Jf (zo уо t+ Ду) — (хо, уо) (6-2-3) 
a Ду ду-0 Ay 
存在 , 则 称 该 极限 值 为 函数 «= f (r, у) fE X (zo s yo) ib Ж + В SE E: у 的 偏 导数 , 记 作 
И plan 92 Əf(zosyo) 
户 (zoyyo)， 或 zy 5555 |== —_ =. 
> 


如 果 函 数 x 二 f(z,y) 在 平面 区 域 D 内 的 每 一 个 点 (z,y) 处 对 z( 或 对 y) 的 偏 导数 都 
存在 ,那么 这 个 偏 导数 就 是 变量 z,y 的 函数 , 称 它 为 函数 /(z,y) 对 zx( 或 对 y) 的 偏 导 函 


> к. „де эў a < z e df 
CA НН Е C DR E 9.7). 


3. 偏 导数 的 求法 


由 偏 导数 的 定义 易 见 ,要 求 多 元 函数 对 某 个 变量 的 偏 导数 ,只 须 将 其 余 变 量 看 作 常 
量 , 按 一 元 函数 的 求 导 法 则 求 导 。 至 于 求 函数 在 固定 点 (zo,yo) 处 的 偏 导 数 , 只 须 先 求 出 
偏 导 函 数 ,再 用 (zo ,yo) 代 入 即 可 。 
B 6-2-1 设 f(z,y)=xz'—3zy2+2y', R / (х,у), Сну), 701,2), 7,0,1). 
解 将 > 看 作 常 量 ,对 工 求 导 得 
六 (zyy) = 22 — 3y 
类 似 地 ,将 x 看 作 常 量 ,对 > 求 导 得 
fia, y) =— bzy + 6y° 
代入 点 的 坐标 得 
大 (1,2) =—10, 500,1) = 6 
例 6-2-2 j += xv. R з 
ОУЕН, x RF 
z= ул”! 
类 似 地 ,将 + 看 作 常 量 ,对 y 求 导 得 
g= inr 
#16-23 设 = МУРА 95,35,97, 
解 у AERE RFI 
ðr 2e £ 


开 2J Fy t7 r 


类 似 地 ,可 得 


дг Уу др z 


ду ғ - Iz r 


例 6-2-4 已 知 理想 气体 的 状态 方程 pV=RT(R 为 常量 ) ,求证 : 


证 明 因为 = 
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V 
д 
т-у 
所 以 
2 本 
IW "ӘТ др Y Pp R pV 
证 毕 。 


E: 对 一 元 函数 来 说 ,导数 符号 9 研 可 以 看 作 一 个 整体 符号 ,也 可 以 看 作画 数 的 微分 
dy 与 自 变 量 的 微分 dz 之 商 ( 微 商 名 称 的 由 来 )。 但 是 通过 例 6-2-4, 会 发 现 对 多 元 函数 
来 说 , 偏 导数 符号 3 只 能 看 作 是 一 个 整体 符号 ,不 能 看 作 分 子 9x 与 分 母 az 之 商 。 


4. 偏 导数 与 连续 性 
如 果 一 元 函数 在 某 点 具有 导数 , 则 它 在 该 点 必定 连续 。 但 对 于 多 元 函数 来 说 ,即使 各 
偏 导数 在 某 点 都 存在 ,也 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 。 例 如: 
лу „ү? 
fam = |+ T? Ее 
0 mz +y = 0 
在 点 (0,0) 处 对 xz ЖП у 的 偏 导数 分 别 为 
ЛО + Ах,0) — 700,0) _ imo=0 


#00509 = lim 


Ах Ar0 
及 (0,0) m 20: O+ Ду) — /(0.0) їйїбїз 
m Ay Ay—0 


但 由 6.1 节 知 极限 _ im fees) 不 存在 , 故 函数 /(z,y) 在 (0,0) 处 不 连续 。 


5. 高 阶 偏 导数 
一 般 地 ,二 元 函数 < 三 /(z,y) 的 偏 导数 /s(z,y),f,(z,y) 还 是 二 元 函数 。 如 果 它 们 
对 工 ,y 的 偏 导 数 仍 然 存 在 , 则 称 其 为 函数 z= 二/(z,y) 的 二 阶 偏 导数 , 记 作 
Pz д (Iz РЯ д? = 9 (д= РЯ 
= a)" Лазу 295 = ш) Сау) 


а. а, — ет azz _ 9 = Ju kasa) 
дудт 9х з э 29У Jy? ду F i 


称 fy DAI fa Сану) rik 6 q spa. PETES UAR n 阶 偏 导数 ,二 阶 
二 阶 以 上 的 偏 导数 统称 为 高 阶 偏 导数 。 


Ф] 6-2-5 i z= у? —3ry 一 zy 十 5, 求 


а= Prz Pz Pz Pz 


дх*%°дхду`дудх*ду?%*дх%° 


Iz z д 
解 [= ry — 3y —у, x 2zsy 一 9zyz 一 z, 可 得 
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可 
9° = з Й 2 2 
ay Gry — 9xy x)= bx y 一 9y 1 
Fz 3 2 , 3 
25? 《27 у — 92у х)у= 22 18у 
Jz 
3 + = (6ry’)/= бу? 
Ix 


Pr z 92x 
Эхду?”дудх? Iy? 


> 3 Pgz 
例 6-2-6 itz terk ER 
a, 


a Жы WA. 
解 由 3z 一 2xer,5z 一 zer, 可 得 
Jx ду 
J2 = 
S= = (2хе”), = 2e 
z _ „йл 
Эй — (2ze”),= 2ze 
Pe (ашуу 2ле? 
a T Eam 62 
9° = , 
Jy T Peys ze 
j a “ д = PE ае 
在 例 6-2-5 和 例 6-2-6 PPNM RAR СГНК 


偶然 的 ,事实 上 ,有 如 下 定理 。 

定理 6-2-1 ”对 于 二 元 函数 «= fry) ,如 果 二 阶 混合 偏 导数 So (zy 和 大 zy) 在 
点 (zy) 处 均 连续 , 则 必 有 y (zx,y) 二 f(z,y)。 换 句 话说 ,二 阶 混合 偏 导数 在 连续 的 条 
件 下 与 求 导 的 次 序 无 关 。 


6.2.2 全 微分 
把 一 元 函数 的 微分 概念 推广 到 多 元 函数 即 为 全 微分 。 
1. 全 微分 的 概念 


定义 6-2-2 HKR == /zyy) 在 点 (z,y) 处 的 全 增 量 
Az = f(x + Ary t Ду) — f(r,y) 
可 以 表示 为 
xz 一 AAz 十 BAy 十 o(p) (6-2-4) 
其 中 ,A,B 5 Ах 和 Ay 无 关 ,o= VAr) (Ду)? —>0(Ахт->0.,Ау-—>0).,оСр) Ж p 的 高 阶 
无 穷 小 量 , 则 称 二 元 函数 <= /(тх. у) EA (x, y) АКА. ЭРК AAz 十 BAy 为 函数 
了 f(z,y) 在 点 (zx,y) 处 的 全 微分 , 记 作 dz 或 df(z,y);, 即 
dz = ААт + BAy (6-2-5) 
如 果 函 数 >==/(z,y) 在 区 域 D 内 每 一 点 处 都 可 微分 ,那么 称 该 函数 在 D 内 可 微分 。 
多 元 函数 在 某 点 的 偏 导数 存在 ,并 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 。 但 是 由 全 微分 的 定义 
可 知 ,如 果 函 数 z 二 f(x,y) 在 点 (x,y) 处 可 微分 , 则 函数 在 该 点 必定 连续 。 事 实 上 .由 
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式 (6-2-4) 可 得 limAz 二 0, 从 而 有 
з И SE F Ary + Ay) = lim[L f(x,y) + Az] = f(x,y) 
因此 ,函数 :二 /zwy) 在 点 (z,y) 处 连续 。 
下 面 讨论 函数 < 二 f(z,y) 在 点 (zx,y) 处 可 微分 的 条 件 。 


定理 6-2-2( 必 要 条 件 ) ”如果 函数 z= FCz,y) 在 点 (z,y) 可 微分 , 则 函数 在 该 点 的 偏 
az ax 


гоу ЕГЕ, Н z 三 f(z,y) 在 点 (zx,y) 处 的 全 微分 为 
dz = Ar + EAy (6-2-6) 
Ix ду 


证 明 设 函 数 z==f(z,y) 在 点 (zx,y) 可 微分 ,于 是 有 Az 二 AAz 十 BAy 十 oC(p)。 特 别 
地 , 当 Ay=0 时 由 式 (6-2-4) 可 得 
f(z+i+Azr,y)— (х,у) = AAz=+o(|Azx|) 
将 上 式 两 边 各 除 以 Az, 再 令 Az 一 0 而 取 极 限 , 可 得 


. ГС Az,y)— fry) _ |. o(|Az|) 
i Az mer a 
Jede de a k. k s д= д= 
УЕ. BSE=A, MASHE А52 В, KU, de= A+ Ay. 
Ix дт ду ay ах ay 
证 毕 。 


依照 习惯 ,Az,Ay 分 别 记 作 dz,dy, 并 分 别称 为 自 变量 的 微分 , 则 函数 = (т. у) 
全 微分 可 写作 
dz = 2de + 94у (6-2-7) 
EE ay 
注 ; НОЕ ,3 都 存在 是 可 微分 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 。 例 如 ,函数 
ху 
f(z,y) = 4 ух? + у? 
0 z+y = 0 
在 点 (0,0) 处 虽然 有 7.00.0) =0 及 太 (0,0) 王 0, 但 函数 在 点 (0,0) 处 不 可 微分 , 即 Az— 
[fi(0,0)Az 十 /%(0,0)Ay] 不 是 比 p 高 阶 的 无 穷 小 。 这 是 因为 当 (Ax,Ay) 沿 直线 y= = 
趋 于 (0,0) 时 ， 


х* + у* 0 


z—[/:(0,0) . Ar + 00.0) • Ay] Ar 。Ay (Ал)? 
о AES FAR САЗО А-А) 
sh, 
= “20 


它 不 能 随 p>0 而 趋 于 0。 这 与 一 元 函数 在 某 点 的 导数 存在 是 其 在 该 点 可 微分 的 充 要 条 
件 有 根本 的 区 别 。 但 是 如 果 各 个 偏 导数 还 连续 , 则 可 得 可 微分 的 充分 条 件 。 


定理 6-2-3( 充 分 条 件 ) MERR = 一 /(zvy) 的 偏 导数 空 ,至 在 点 (z,y) 处 连续 , 则 


函数 在 该 点 可 微分 。 
证 明 MË. 
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ы 
定理 6-2-2 和 定理 6-2-3 的 结论 可 推广 到 三 元 及 三 元 以 上 函数 。 
二 元 函数 的 全 微分 等 于 它 的 两 个 偏 微分 之 和 , 称 为 二 元 函数 的 微分 符合 到 加 原理 。 
全 加 原理 也 适用 于 二 元 以 上 的 函数 。 例 如 ,三 元 函数 w= 二 f(z,y,z) 的 全 微分 为 


da = онаа + 24у + Staz (6-2-8) 

例 6-2-7 ”计算 函数 > 一 ee 在 点 (2,1) 处 的 全 微分 。 

д gz 
ж ”因为 Эт |+- уе” =e, g | хе?” Е 2e? 
所 以 dz| 二 = 经 | _,4с+2#| _dy=edr+2ed 

а |= ТЗ = у=е 十 2e dy 
例 6-2-8 已 知 函数 > 二 ecos(z 十 y), 求 其 全 微分 。 

Ра ðz А 

解 ”因为 = ercos(Zz 十 y) 一 ersin(Z 十 y)， Эу ersin(Z 十 y) 

д= д= 
所 以 4е= л ta Чу [ercos(Cz 十 y) 一 ersin(Cz 十 y)]dz 一 ersinCz 十 y)dy 


例 6-2-9 EAK wx 一 zy 十 sin 立 二 arctan2, 求 其 全 微分 。 


дш _„_ ди_ zıl y Im 2 
解 ”因为 Эт 2zy， ЭЎ = 2908 9, Jz 1-14 
ў ди ‚дй ди ЕЕ ИЯ! y Š L. 
所 以 du эЧ” Tay і 929% 22уіхі Ё + 27905 5 Jay і 134529 


“2. 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 
由 全 微分 的 定义 知 : Az=dz 十 o(o) 。 当 |Az| 和 |Ay| 都 很 小 时 ,有 全 微分 近似 计算 的 


AR: 


于 是 得 全 微分 近似 计算 的 公式 : 
fro Ат, yo + Ау) ~ flo syo) + folto syo) Ar H f, (зо s yo) Ay (6-2-9) 
#1 6-2-10 FFIEC. 04) °? H im UH o 
fB 设 函 数 fF(z,y)= 屏 , 则 要 计算 的 值 就 是 函数 在 zx=1.04,y 王 2.02 时 的 函数 值 
(1.04,2.02) 。 取 zo 王 1,y 一 2,Az 一 0.04,Ay 一 0.02, 由 于 
SAD =1, KAD = xz” |. =2, /;(1,2) = аах 
所 以 ,应 用 公式 (6-2-9) 可 得 
(1. 04)®%®= f(1,2) +RA,2)Az + f, 1 ,2)Ay 
1+2X 0.044 0 х0. 02 
= 1.08 
例 6-2-11 现 有 一 块 长 方形 的 钢板 ,其 长 为 2m, 宽 为 1.5m, 今 对 其 进行 加 工 , 使 其 长 
度 增加 了 8cm, 而 其 宽度 减少 了 10cm。 试 问 改变 的 面积 大 约 为 多 少 ? 是 增加 还 是 减少 ? 
Ж ”长 方形 面积 S=xy 为 长 x 和 宽 y 的 二 元 函数 ,其 全 微分 为 dS 二 yAz 十 zAy。 取 


z, = 0 
у=? 


y 
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要 


20=2,у,=1. 5,Дт=0.08,Ду= —0.1 ЖА ЕЖ, 
dS = 1.5 X 0.08 +2 x (— 0.1) =— 0. 08 


习题 6-2 
1. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 。 


(1) «=х*%у+ху® 


2 
(3) z==> +In5 
z 


(5) z= VT Fy 
(7) z=xe tany 


* (9) u=x* 
2. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 。 
(1) z=2r+4a2? у? — у? 


为 AS=zdS= —0. 08, W 2 WARS I 138 ЛУ f iz 0. 08m? 。 


(6) z==e*sin(y2) 


* (8) z=arctan Ра 


* (10) и=агсїап(2— у) 


(2) zx 一 Zln(z 十 y) 


(3) z==e” (4) z=sin(z?’ + у?) 

М „д дх z Iz Jz Pz 
. Beste, RE] o = = 5 А 
3. 设 шде т a= И a Ia? = "azay =r ay |z *дх% z 


4. 求 下 列 函 数 的 全 微分 。 
(1) z=2°y— sin(xy) 


(3) z=? 


Ty 
(5) e= F 


* (7) u= y" 
5. ЖЩ r=10,y=5,Ar=0, 2,Ay=0. 1 时 
“6. 计算 (1.97)*% 的 近似 值 (In2==0. 693). 


(2) zx 一 erlny 
(4) zx 一 In(3z2: 一 2y) 


(6) = 一 arctan У. 


函数 z= 二 3x’ 十 2y’ 的 全 微分 。 


“7. 设 有 圆柱 体 , 它 经 过 变形 后 ,底面 半径 由 2cm 增加 到 2. 05cm, 高 由 10cm 减少 到 


9. 8cm, 求 这 个 圆柱 体 体积 的 近似 值 。 
6.3 多 元 复合 函数 与 隐 范 数 的 


6.3.1 复合 函数 的 微分 法 
一 元 复合 函数 的 求 导 法 则 在 求 导 法 中 起 着 


微分 法 


要 作用 ,对 于 多 元 函数 来 说 ,情况 也 是 如 


此 。 下 面 先 讨论 二 元 函数 的 复合 函数 。 
1. 二 元 复合 函数 的 概念 


如 果 > 是 变量 x 和 mv РА = = fuv) M u Жо 又 是 x M y Й и ф(х. у), 
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要 


za 一 %zyy), 则 称 函 数 «= f[e(z.y).0(z,y)]28 z.y 的 复合 函数 。 其 中 和 w 称 为 中 间 
变量 。 

为 了 更 清楚 地 表示 这 些 变 量 之 间 的 关系 ,可 用 图 表示 。 上 述 复 合 函 数 中 变量 间 的 关 
系 可 用 图 6-3-1 表示 ,其 中 线段 表示 所 连 的 两 个 变量 有 关系 。 

二 元 复合 函数 有 两 种 特殊 情形 。 

(1) # == Ји, о) и = ф(х) v= g(x) WREAK ==ALPp(Cz),Wz)] 为 一 元 函数 ,其 
复合 关系 如 图 6-3-2 所 示 , 称 这 种 复合 函数 的 导数 为 全 导数 。 

02) 车 z= fu) u= glr, y), MER KO x 一 Lp(z,y)], 其 复合 关系 如 图 6-3-3 
所 示 。 


图 6-3-1 图 6-3-2 图 6-3-3 


2. 复合 函数 的 微分 法 


定理 6-3-1 若 函 数 4 二 g(rz,y),v 二 Jy(r,y) 在 点 (x,y) 处 的 偏 导数 均 存在 ,函数 
xz 三 /u,v) 在 相应 的 点 (u,v) 处 可 微 , 则 复合 函数 < 三 f[p(z,y) ,plz,y)j 在 点 (z,y) 处 的 
偏 导数 必 存 在 , 且 
az _az ди az du 
дт ди дх ðv дт 


Je _ де ди „де. 198 ы 
Ва Qu ду да Əy (6-3-1) 
上 述 公 式 称 为 复合 函数 的 链 式 法 则 ,该 法 则 可 比照 复合 关系 图 6-3-1 来 记忆 。 


де gz 


Ф] 6-3-1 设 z=e*sinv, 而 w= 二 zxy,v 二 x 十 y, 求 


22`9у° 


gz д д; gz 9 š A 
g FZ. E LZ, U sino 。y 十 ecoso。1 一 ee[ysin(z 十 y) 十 cosCz 十 y)] 
or ди gr gu дт 


дк. ax Әш д» дю... ЕЯ кии Ез 
Эу Ju Эў Та ay Sino Z 十 ecosu。1 一 ee [zsin(z 十 y) 十 cos(Cz 十 y)] 


尽管 多 元 复合 函数 的 复合 关系 是 多 种 多 样 的 ,相应 的 公式 也 很 多 ,不 可 能 也 没 必要 把 
所 有 公式 都 写 出 来 ,只 须 把 握 住 函数 间 的 复合 关系 及 函数 对 某 个 自 变量 求 偏 导 时 ,应 通过 
一 切 有 关 的 中 间 变 量 用 复合 函数 微分 法 求 微 分 到 该 自 变量 这 一 原则 。 可 以 参照 公 
式 (6-3-1) 写 出 前 面 介绍 的 二 元 复合 函数 两 种 特殊 情形 的 相应 公 


例 6-3-2 e= fay) ,而 > 一 PCz), 求 导数 位 。 „г 
解 ” 所 给 函数 的 复合 关系 如 图 6-3-4 所 示 , 则 所 求全 导数 为 Sy л 
dz _ 2= д= ,dy 6-3-4 


dr ar ay dr 


na 
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要 
Ж. 在 上 式 中 ,左边 焉 表示 把 复合 函数 一 /[x,p(z)] 对 变量 之 求 导数 (此 时 
= 一 /[zvp(z)] 为 关于 变量 工 的 一 元 函数 ) ,右边 3 表 示 把 二 元 函数 = 一 (zyy) 对 变量 
工 求 偏 导数 ,请 注意 区 别 。 
例 6-3-3 设 = 一 lno, 而 v 一 eu 一 cosz, 求 全 导数 昱 。 
u? 


de де du 92 do аре $ S 8 — . К 
解 “s u ESE E 453“ Inv etz (—sinz) = е? [3lncosr— tanz] 


Р к д= д= 
例 6-3-4 j == fO >" ху), 5 "Fo 
дх`ду 


解 Busr — у? ,о= лу, == /(и,0) 10 и 和 w 为 中 间 变 量 的 二 元 复合 函数 ,其 
复合 关系 如 图 6-3-1 所 示 , 于 是 由 公式 (6-3-1) 得 


dz az ди ar ao P. 
Эш au Qk йы 0s "91" 
де _ дЕ, ди джау ә 


ду ди av до ay 

Ж. 为 表达 简便 起 见 , 一 般 采 用 记号 убио) = ў, (изо), fs (u, o) = fo lusu), T š 

1 表示 对 第 一 个 变量 求 偏 导数 ,下 标 2 表示 对 第 二 个 变量 求 偏 导 数 。 对 于 高 阶 偏 导数 也 

有 这 种 简便 记号 ,如 еа (ио) = е Сау) Ф. ИБ Я р а ЛЯ 
导数 时 ,常常 采用 这 种 记号 ,而 不 必 写 出 中 间 变 量 。 


6.3.2 隐 范 数 的 微分 法 


1. 隐 函 数 的 概念 


方程 F(x,y) 二 0 确定 了 yy 是 zx 的 函数 y= 二 =/(z), 称 其 为 一 元 隐 函 数 ;方程 F(x,y,z) 二 0 
确定 了 > 是 zx My 的 二 元 函数 >=(z,y), 称 其 为 二 元 隐 示 数 。 类 似 地 ,还 有 三 元 、 四 元 
=] п 元 的 隐 范 数 的 概念 。 本 书 仅 讨论 一 元 和 二 元 隐 范 数 。 


2. 隐 范 数 的 微分 法 


本 书 2. 2 节 曾 介绍 过 利用 一 元 复合 函数 求 导 法 则 讨论 一 元 隐 函 数 的 导数 。 下 面 利用 
偏 导数 给 出 求 其 导数 的 公式 。 
将 方程 F(z,y)=0 的 两 边 同 时 对 xz 求 导数 ,上 且 把 变量 у 看 成 变量 zx 的 函数 ,得 


F+F 9 =о 


当 F,0 BF, 84 — úa Ж КЕК ДОШ F : 


dy E -8- 
TF (6-3-2) 


例 6-3-5 求 由 方程 2e +y? 二 zx ТЛЕ ЙО А РА у = ГС) TR 
解 — F(z,y)=x?'e"+y'—z,MWJ 
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Е = 2r — l, o= з?е + 3y° 
因此 ,由 公式 (6-3-2) 得 
dy F; 2ze—1 1— 22е? 
dx F; zzey 十 3y re +3y 
当然 ,本 题 还 可 以 利用 一 元 复合 函数 求 导 法 则 来 求 一 元 隐 函 数 的 导数 ,请 回顾 一 下 并 
写 出 解 题 过 程 。 
对 于 由 方程 F(z,y'z) 一 0 所 确定 的 隐 函 数 < 二 f(z,y), 将 方程 F(z,y,z) 二 0 两 边 
分 别 对 x 和 对 y 求 偏 导数 , 且 将 变量 x AE x A у 的 函数 ,得 


/ , qz r , qz 
ЕРЕ + 70, ЕЕ оз =0 
当 FLAO 时 , 解 得 二 元 隐 函 数 求 偏 导 公 式 如 下 : 
9 H nH P 
дт F ду Fr чн 


#1 6-3-6 求 由 方程 一 xyz 二 1 所 确定 的 隐 函 数 z 三 f(z,y) 的 偏 导 数 。 
解 Еб, у.х) =е хус 1,0] 

Е! yZ» Е! ах, Е = е ху 
因此 , 巾 公式 (6-3-3) 得 


ðz Е; — ух yz 
Ix Es f=- ё—з1у 
де Е; = == 
9y Fi ёбу. = 


“ 例 6-3-7 Rl Jr 2" = y: 所 确定 的 隐 函 数 = 一 /zyy) 的 全 微分 dz. 
解 $ F(z.y.z)=z*'— у, 


Е; = хах, ЁЕу=—у*!, Е= zz=1 — ys]ny 
由 公式 (6-3-3) 得 
де Е =" nz 
дх F zz=— — ylny 
де Е, — ху! ху"! 
ду F: ж”^1—у ву az — уҸһу 
因此 ， 
p Ier pêz —zřlnz А zy 
dz 9.9 +з, (эксе у += Бу 
习题 6-3 


1. 求 下 列 函 数 的 全 导数 。 


(1) z 一 ln(x 十 o),x 一 sinzyv z RE, 
dx 


й, dz 
Z Re 


(2) z 一 e ,u=tanz ,vw 


y 
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2. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导数 。 
(1) z=ulnv,u= 2° +yv=rty 25,98, 
дх`ду 


9z gz 
(2) z=u? v ,u=sin(zy) ,wv 二 cos(zy) , 求 3 


х 'ду° 
gz dz 
2xz`əy° 


(3) z=arctan 2, ZX 十 y;v 二 Xx 一 y; 求 
о 


д= 


WD =/Czyvy?), 其 中 了 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 求 3 了。 


(5) u= (zyzyvzys), 其 中 了 具有 一 阶 连 续篇 导数 , 求 2 到 ,32 


дх°ду*д° 


3. ЖОКЕЙ ПНЕ у= SOA, 


(1) zy 十 Inz 十 Iny=0 (2) Hy =r 
(3) sinyte— ху =0 (4) y 一 1 十 zey 
5 ë z де gz 
4. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 «= /zyy) 的 偏 КЕТТЕ 
(1) 2 —хух=1 (2) +y He =r 
(3) e:=sinzsiny (4) z? y—rz=2 
(5) +y tHe =3zyz+4 (6) yz=r+ e 
(7) 2rz+ln(xyz)=0 (8) sin(x—2y+3z)=x—2y+3z 


6.4 偏 导 数 的 应 用 


本 书 第 2 章 介 绍 了 关于 一 元 函数 的 导数 在 几何 ` 工 程 技术 及 经 济 管理 等 领域 的 一 些 
应 用 ,类 似 地 ,本 节 主 要 讨论 多 元 函数 的 偏 导数 的 若干 应 用 。 


6.4.1 几何 应 用 


1. 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 


由 一 元 函数 导数 的 几何 意义 可 求 平面 曲线 y==/(z) 的 切线 和 法 线 方程 。 与 平面 曲线 
的 切线 概念 相 类 似 , 先 给 出 空间 曲线 的 切线 和 法 平面 的 概念 。 

定义 6-4-1 Ё М, 是 空间 曲线 厂 上 的 一 点 ,M 是 上 
与 Mo 邻近 的 点 。 如 果 制 线 MM 的 极限 位 置 存在 , 设 为 
М,Т. M, T 称 为 曲线 卫 在 点 M, 的 切线 ,点 M, 为 切 点 。 
过 点 M, 且 垂 直 M, T 的 平面 称 为 曲线 卫 在 点 Mu 的 法 平 
面 ,如 图 6-4-1 所 示 。 

下 面 介 绍 空间 曲线 下 的 切线 与 法 平面 方程 。 

设 空间 曲线 本 的 参数 方程 为 
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х= Ф(0), у= фи), = = (t 
其 中 ,为 参数 ,p(1) pA осте, R AK 52, 
当 参 数 1 取 io 时 ,对 应 曲线 上 的 点 Mo (zo ,yo ,zo); 当 1 二 4 十 At 时 ,对 应 曲线 上 的 点 
M(xzo 十 Ax ,wo 十 Ay,zo 十 Az)。 由 解析 几何 知 , 制 线 M.M 的 方程 为 


| У — Уо z= 
Аж Ay Az 
或 者 写作 
T— To 20. Уд: 2 — 20 
Ar Ay Az 
At м м 
w е, Ar , А , Ае Й p 
当 М-М, 时 ,有 A0 ki r "g б), А "É o), Eo o). HF gCo), 
Ф о) о ORERE HR P {Е н, Mo 处 的 切线 存在 且 方程 为 
T_T _ y— уо 和 一 让 


PD P) w) 人 


向 量 T= Сф (го) Y Со) w (to )) ЖЕЙН Ж P ES Мо 处 的 切线 的 方向 向 量 (简称 切 


向 量 ) 。 
切线 的 方向 向 量 正 是 法 平面 的 法 向 量 ,所 以 法 平面 方程 为 
Gt) lr 2) + yy уо) + @'(ь)(е—) = 0 (6-4-2) 
例 6-4-1 Rosa” 在 点 (0.0,1) 处 的 切线 和 法 平面 方程 ， 
= 25 


# 将 曲线 转换 为 参数 形式 : 
T= у=, z==2r+1 
点 (0,0,1) 对 应 于 参数 to 二 0, 此 时 有 
а <s == 15 y ha = 21,00 = hm 


所 以 曲线 在 点 (0,0,1) 处 的 切 向 量 T= 1,0,2) ,于 是 所 求 切线 方程 为 


1 0 2 
„жей 
即 2 
у=0 
所 求法 平面 方程 为 
(一 0) 十 2(z 一 1) = 0 
即 z+2z=—2=0 


2. 曲面 的 切 平 面 与 法 线 


EX 6-4-2 üM, 为 曲面 上 的 一 点 ,如 果 在 曲面 上 过 点 Mo 的 任何 曲线 在 点 M, 
处 的 切线 均 在 同一 个 平面 内 , 则 称 该 平面 为 曲面 在 点 M. 处 的 切 平面 ,过 点 М, E. Et 
于 切 平面 的 直线 , 称 为 曲面 在 点 M. 的 法 线 。 
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设 曲面 的 方程 为 F(z,y,z) 王 0,Ma(zo,yoyzo) 是 王 上 的 一 点 ,如 果 函 数 F(x,y,z) 
在 点 Mo Ња, Н. F: ,FF ,FE 在 点 Mo 处 不 同时 为 零 , 则 曲面 5 在 点 М, 处 有 切 平面 。 下 
面 讨论 曲面 的 切 平面 方程 。 

在 5 上任 取 一 条 过 点 Mo (zo,yoyzo) 的 曲线 Г. НЈУ у х= ФО), у= 90), 
z 二 w(1) 。 参 数 to 对 应 Mo Cto ,yoyzo),8 (to), (1o),w Co) 都 存在 且 不 全 为 零 , 曲 线 卫 在 
M, 点 的 切线 方向 向 量 为 T==(g (го) (го) о Co))。 

由 于 曲线 荆 在 曲面 3 上 ,所 以 有 

F[eG0 ,VC ,w(t) ] = 0 
两 边 对 1 求 导 后 ,将 =, 代入 ,得 
Е; (то ‚уо, )ф' (to) + Fi(zosyoszo)@# Cto) БЕ (хо уо хо) to) =0 (6-4-3) 

车 记 п= (Е (хо, yo нхо). Fy Сте s yo s г), ЕЁ, С з уо szo )) s WIR (6-4-3) #8 T HE 
点 M. 处 的 切 向 量 T 与 n AEEA. H THR ГЕ ШУ 上 过 点 M 的 任意 曲线 ,所 以 
曲面 了 上 过 点 Mo 的 所 有 曲线 在 该 点 处 的 切线 都 与 向 量 n 垂直 ,因此 n 就 是 曲面 过 点 
M, 切 平面 的 一 个 法 向 量 。 于 是 , 切 平面 方程 为 

Е, (zo + yo szo) (z — zo) + Fj ltor yoso) Су — yo) + F. (хоз yo szo) (z — zo) = 0 

(6-4-4) 


х— To T z—% 
F; (хо, Yo szo) F, (хо, Yo szo) F: (хо, уо» 20) 
例 6-4-2 Ж 32° +y — 22 =27 在 点 M(3,1,1) 处 的 切 平面 方程 和 法 线 方程 。 
解 S F(z,y,z=)=3x°+y*'—= —27, 
Е;(3›1,1) = бт |алу = 18 
VEP Di = 2y |en = 2 
Е;(3,1,1) =— 2z |„„› =—2 
所 以 曲面 32 +y — 22 =27 在 点 M(3,1,1) 处 的 法 向 量 n= (18,2, — 2), T E: P š UJ 
平面 方程 为 


(6-4-5) 


18(z 一 3) 十 2(7 一 1) 一 2(z 一 1) = 0 


即 9z 十 y 一 z 一 27 王 0 
所 求法 线 方程 为 二 
Сы. ЖИ ы! ЖЕ җы 

H 9 т 


6.4.2 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 


在 许多 实际 问题 中 ,往往 会 遇 到 多 元 函数 的 最 值 问题 ,而 多 元 函数 的 最 值 与 极 值 有 着 
密切 的 联系 。 下 面 以 二 元 函数 为 例 来 讨论 多 元 函数 的 极 值 和 最 值 问 题 。 


1. 二 元 函数 的 极 值 
EN 6-4-3 ” 设 二 元 函数 < 二 f(z,y) 在 点 (xo.yo) 的 某 个 6 邻 域 Us(zo ,yo) 内 有 定义 ， 
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如 果 对 于 任意 点 (xz,y) EUs(zo,yo), 当 (zx,y) 关 (zo,yo) 时 人 恒 有 f(z,y)2> f (zo, yo) (sË 
Госу) < ЃСхозуо) 0х, WER f(zxo ,yo) 为 函数 z= 二 f(z,y) 的 极 小 值 (或 极 大 值 ), 点 
Czoyyo) 称 为 极 小 值 点 (或 极 大 值 点 ) 。 

极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 , 极 大 值 点 与 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 。 

例如 ,函数 5r у 在 点 (0,0) 取 到 了 极 小 值 ,点 (0,0) 为 该 函数 的 极 小 值 点 。 

在 一 元 函数 中 ,可 导 函 数 的 极 值 点 在 函数 的 驻 点 上 达到 ,二 元 函数 也 有 类 似 的 
结果 。 

定理 6-4-1( 极 值 的 必要 条 件 ) 如 果 函 数 z= fC, y) TE Сто s yo) ТЕТЕ Ч. А. 
在 点 Czoyyo) 取 得 极 值 , 则 必 有 

fv) = 0, базу) = 0 

证 明 因为 z=f(z,y) 在 点 Pu(zo,yo) 处 有 极 值 ,固定 y= yo M «= ГС, уо) fE X 

x= = 处 也 取得 极 值 ,根据 一 元 函数 极 值 存在 的 必要 条 件 , 有 
fi(zo sya) = 0 
同 理 可 得 
Plts) = 0 

证 毕 。 

类 似 地 , 称 使 上 (zy) 二 0,f(z,y) 二 0 的 点 (x,y) 为 函数 Соу) ЙОЗЕ о 

定理 6-4-1 仅 是 取得 极 值 的 必要 条 件 ,并非 充分 条 件 , 即 驻 点 不 一 定 都 是 极 值 点 。 例 
如 ,点 (0,0) 显 然 为 函数 < 二 xz 一 y* 的 驻 点 ,但 可 以 验证 该 点 不 是 极 值 点 。 

注 : 极 值 点 有 可 能 是 驻 点 ,也 有 可 能 是 偏 导数 不 存在 的 点 。 例 如 ,函数 с=—/ + у 
的 图 形 是 位 于 хОу 面 下 方 的 圆锥 面 , 显 然 点 (0,0) 为 该 函数 的 极 大 值 点 ,但 在 点 (0,0) 处 
的 两 个 偏 导 数 都 不 存在 。 

那么 ,如 何 进一步 判别 驻 点 是 否 为 极 值 点 呢 ? 

定理 6-4-2( 极 值 的 充分 条 件 ) 设 二 元 函数 «= (zy) 在 (zo,yo) 点 的 某 一 邻 域内 有 
连续 的 二 阶 偏 导数 ,上 且 点 (zs ,yo) 为 函数 ГС у) ЗЕЛА і 

А = ј. (2055), В = faltos), C= fyltir) 

W: (1) ШЖ AC— B 20, W (zo, уо) Æ f(zx,y) 的 极 值 点 。 且 当 А20 时 ,点 
(х,у) H fx y) ПЛМ 5 4 А0 时 ,点 (zo,yo) 为 f(x,y) 的 极 大 值 点 。 

(2) ШЖ АС—В*<0,Ш (то уо) АЕ /(z,y) 的 极 值 点 。 

(3) ШЖ AC— В? =0, IJ (то ,yo) 可 能 是 F(Cz,y) 的 极 值 点 ,也 有 可 能 不 是 极 值 点 ， 
须 另行 判定 。 

证 明 и. 

综 上 所 述 , 求 二 元 函数 极 值 的 一 般 步 又 如 下 : 


“(x,y)=0 
с praf EEV , 求 出 一 切 驻 点 。 
fxsy)=0 


(2) 求 二 阶 偏 导数 faofao fi. 
(3) 求 出 驻 点 处 A= f Cosy) B= fy Cory) C= у, (ль › y Йй Ж АС—В? 的 
符号 ,根据 定理 6-4-2 判断 出 点 Czo ,yo) 是 否 为 极 值 点 ,并 求 出 极 值 。 


В? 
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例 6-4-3 求 二 元 函数 f(z,y)= 二 zx 十 y’ 一 3zy 的 极 值 。 
=з4—3у=0 _ 
М ЛИРА, š ,得 驻 点 为 (0,0) 和 (1,1) 。 
f=3y:—3z=0 
再 求 二 阶 偏 导数 ; fr (z,y)=6=z,fi,(z,y)=—3,fif,z,y)=6y, 
ХЕ (0.0). НЕА 77, (0.0) =0.В= у", (0.0) 3,С= ],,(0,0) =0,АС 
一 9 过 0, 所 以 点 (0,0) 不 是 函数 的 极 值 点 。 
РЖД, 1), НЕ А= 7. (1,1) =6,В= 7, (1,1) 3,С= (1,1) =6,АС 


В? =27>0, ТЕ (1,1) р СИМА АА. РА ЖОК ЛУН A, D= 1. 


2. 二 元 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 


类 似 于 一 元 函数 ,对 于 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 ,一定 能 在 该 区 域 上 取得 最 大 值 


和 最 小 值 。 对 于 二 元 可 微 函数 ,如 果 该 函数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 在 区 域内 部 取得 ,这 个 最 
大 值 点 (或 最 小 值 点 ) 必 在 函数 的 驻 点 之 中 ; 若 函 数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 在 区 域 边界 上 取 
得 ,那么 它 一 定 也 是 函数 在 边界 上 的 最 大 值 (或 最 小 值 )。 因 此 求 函 数 的 最 大 值 ( 或 最 小 
值 ) 的 方法 是 : 将 函数 在 所 讨论 区 域内 所 有 驻 点 处 的 函数 值 与 函数 在 区 域 边界 上 的 最 大 
值 (或 最 小 值 ) 相 比较 ,其 中 最 大 者 (或 最 小 者 ) 就 是 函数 在 闭 区 域 上 的 最 大 值 (或 最 小 值 )。 
对 于 实际 问题 中 的 最 值 问 题 , 往 往 从 问题 本 身 能 断定 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 一 定 存在 , 且 在 
定义 区 域 的 内 部 取得 ,这 时 ,如 果 函 数 在 定义 区 域内 有 唯一 的 驻 点 , 则 该 驻 点 的 函数 值 就 
是 函数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 。 


例 6-4-4 某 厂 要 用 铁 板 做 一 个 体积 为 2m 的 有 盖 长 方 体 水 箱 , 问 长 、 宽 、 高 各 取 多 


少 , 才 能 使 用 料 最 省 ? 
解 ” 设 水 箱 的 长 和 宽 分 别 为 zm 和 ym, 则 其 高 为 二 m, 该 水 箱 所 用 材料 的 面积 为 
A= 025+. Z ! x.) afart Zai) 人 而 


由 此 ,我 们 求 出 面积 函数 A 二 A(z,y) 的 最 小 值 点 即 可 。 令 
, 2 
А; = 2-2) 0 


д=(«—®)=о 
ü y 


即 可 解 得 +z=J2,y=J2, 


根据 题 意 ,水箱 所 用 材料 面积 的 最 小 值 一 定 存在 ,并 在 区 域 D= ((z,y)|=>>0,y2>0) 


内 部 取得 ;又 因为 函数 在 D 内 只 有 唯一 的 驻 点 (V2 ,yz ) ,因此 可 以 断定 当 x=2 ,y=J2 
时 ,A 最 小 。 此 时 高 为 -2 一 演 m, 也 就 是 说 当 水 箱 的 长 、 宽 、 高 均 为 35m 时 ,水 箱 所 


上 


XR 


材料 最 省 。 


从 这 个 例子 还 可 以 看 出 : 体积 一 定 的 长 方 体 中 ,正方 体 表面 积 最 小 。 


“3. 条 件 极 值 


上 面 所 讨论 的 极 值 问题 中 , 自 变量 在 定义 域内 可 以 任意 取 值 ,未 受 任何 限制 ,通常 称 
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L 


为 无 条 件 极 值 。 但 在 实际 问题 中 , 求 函数 <= 二 f(z,y) 的 极 值 时 ,有 时 其 自 变 量 xz,y 会 受 
到 另 一 个 方程 pg(z,y) 二 0 的 制约 , 称 这 样 的 极 值 为 条 件 极 值 ,方程 p(x,y) 二 0 为 约束 条 
件 ,= 一 A(z,y) 为 目标 函数 。 

在 条 件 极 值 中 ,有 时 可 以 从 约束 条 件 g(z,y) 二 0 中 解 出 变量 y( 或 变量 zx), 代入 目标 
函数 中 ,从 而 将 条 件 极 值 问题 转化 为 无 条 件 极 值 问题 ,这 种 方法 称 为 化 无 条 件 极 值 法 。 但 
条 件 极 值 往往 很 难 转化 为 无 条 件 极 值 。 因 此 下 面 介绍 一 种 直接 求 条 件 极 值 的 方法 一 一 拉 
格 朗 日 乘 数 法 。 

利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求 函数 > 二 f(x,y) 在 约束 条 件 p(x,y) 二 0 下 的 极 值 的 步骤 
如 下 。 

(1) 构造 辅助 函数 ( 称 为 拉 格 朗 日 函数 ): 

Е(х,у,А) = f(z,y) Арбау) (6-4-6) 
其 中 ,4 为 待定 常数 , 称 为 拉 格 朗 日 乘 数 。 
(2) 求 出 可 能 的 极 值 点 , 即 解 方程 组 
Е = 六 (zy) 十 plCzyy) = 0 
F;= f(x,y) БАр zy) = 0 (6-4-7) 


Е = PCzyy) = 0 
得 到 可 能 的 极 值 点 (zo ,yo) 和 乘 数 A。 
(3) 判断 (zo ,yo) 是 否 为 极 值 点 (一 般 根据 实际 问题 的 背景 判断 即 可 )。 
例 6-4-5 某 工厂 生产 两 种 商品 的 日 产量 分 别 为 zx 和 y (单位: 件 ), 总 成 本 函数 为 
С(х,у) =82° —ху+12у° (元 ) ,商品 的 限额 为 zx 十 y 一 42, 求 最 小 成 本 。 
解 约束 条 件 为 gp(z,y) 二 ZX 十 y 一 42 二 0, 设 拉 格 朗 日 函数 为 
Е(х,у,А) = 8х*— ху + 12у*+А(х+у— 42) 
解 方程 组 
F;= 16= —у+А = 0 
Fj=— x+ 24y+À = 0 
Б=х+у—42=0 
可 得 z= 二 25,y 二 17, 由 实际 问题 可 知 , 唯 一 驻 点 (25,17) 也 是 最 小 值 点 , 故 最 小 成 本 为 
C(25,17) = 8 X 25? — 25 X 17 + 12 X 17° = 8043( 元 ) 
故 该 厂 生产 这 两 种 商品 产量 分 别 为 25 件 和 17 件 时 ,成 本 最 小 ,最 小 成 本 为 8043 元 。 
注 : 条 件 极 值 的 解法 ,一 般 采 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求解 。 但 要 注意 到 利用 乘 数 法 所 得 
到 的 点 只 是 可 能 为 极 值 点 ,究竟 这 些 点 是 否 为 极 值 点 以 及 是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 还 须 
进一步 判断 。 在 实际 问题 中 往往 可 以 根据 问题 本 身 的 性 质 来 判定 。 


"6.4.3 偏 导数 在 经 济 管理 中 的 应 用 一 一 偏 边 际 与 偏 弹 性 


与 一 元 经 济 函 数 的 边际 分 析 和 弹性 分 析 相 类 似 , 可 建立 多 元 函数 的 边际 分 析 和 弹性 
分 析 , 称 为 偏 边际 和 偏 弹性 ,它们 在 经 济 管理 领域 有 着 广泛 的 应 用 ,下 面 仅 就 边际 分 析 进 
行 讨论 。 
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1. 边际 产量 


设 某 企业 生产 某 种 产品 的 产量 Q 与 投入 的 劳动 力 L 和 资本 的 生产 函数 为 
Q 二 Q(L,K), 则 称 产量 Q(L,K) 对 劳动 力 L 的 偏 导数 QL(L,K) 为 Q(L,K) 对 劳动 力 工 的 
边际 产量 。 其 经 济 学 意义 是 : QL(L,K) 近 似 等 于 在 投入 劳动 力 L 和 资本 KK 的 基础 上 ,再 
多 投入 一 个 单位 的 劳动 力 所 增 加 的 产量 。 同 理 ,QK(L,K) 称 为 Q(L,K) 对 资本 K 的 边际 
产量 。 其 经 济 学 意义 是 : Qk (L,K) 近 似 等 于 在 投入 劳动 力 L 和 资本 的 基础 上 ,再 多 投 
入 一 个 单位 的 资本 所 增加 的 产量 。 

边际 产量 通常 在 相当 大 的 范围 内 是 正 的 , 即 在 一 个 因素 投入 保持 不 变 的 情况 下 ,产量 
随 着 另 一 个 因素 投入 的 增加 而 增加 ,然而 增加 的 速率 通常 是 递减 的 ,直至 到 达 产 量 不 再 增 
加 的 点 为 止 。 

例 6-4-6” 设 某 产品 的 生产 函数 为 Q==4Li K+ , 求 Q 对 L 和 K 的 边际 产量 。 

解 ” 产 量 Q 对 劳动 力 的 边际 产量 为 QL(L,K)=3L-+K+ ;产量 Q 对 资本 K 的 边 
际 产量 为 Qk(L,K)=LiK-。 

容易 看 出 : QL(L,K) 总 是 正 的 ,但 随 着 工 的 增加 而 减少 ;Qk(L,K) 也 总 是 正 的 ,也 随 
着 K 的 增加 而 减少 。 


2. 边际 成 本 


设 某 企业 生产 A.B 两 种 产品 ,产量 分 别 为 zx,y 时 的 总 成 本 函数 为 C==C(z,y), 则 
CCzyy) 表 示 总 成 本 C(x,y) 对 产量 x 的 边际 成 本 。 其 经 济 学 意义 是 : C(x,y) 近 似 等 于 
在 两 种 产品 产量 为 (z,y) 的 基础 上 ,再 多 生产 一 个 单位 的 A 产品 所 需 增 加 的 成 本 。C С у) 
表示 总 成 本 C(x,y) 对 产量 y 的 边际 成 本 ,其 经 济 学 意义 是 : Cy(z,y) 近 似 等 于 在 两 种 产 
品 产 量 为 (x,y) 的 基础 上 ,再 多 生产 一 个 单位 的 B 产品 所 需 增 加 的 成 本 。 

B 6-4-7 设 产量 分 别 为 z A y Їй А.В 两 种 产品 的 总 成 本 为 


С(х,у) = 500 ++ 十 4zy +Žy 


(1) 求 总 成 本 C 对 产量 zx 和 y 的 边际 成 本 ; 

(2) 4 х=100,у= 100 时 的 边际 成 本 ,并 解释 它们 的 经 济 含义 。 

解 (1) 总 成 本 C 对 产量 z 的 边际 成 本 为 C(xz,y) 二 x 十 4y; 总 成 本 C 对 产量 y 的 
边际 成 本 为 Cy(Cz,y) 王 4z 十 3y。 

(2) `W4 х=100,у=100 时 ,总 成 本 C 对 产量 z 的 边际 成 本 为 

С;(100,100) = 100 + 4 X 100 = 500 

这 表明 , 当 两 种 产品 都 为 100 单位 时 ,再 多 生产 一 个 单位 的 A 产品 ,总 成 本 将 增加 约 
500 个 单位 。 

4 2=100.у=100 时 ,总 成 本 C 对 产量 y 的 边际 成 本 为 

С;(100,100) = 4 X 100 + 3 X 100 = 700 

这 表明 , 当 两 种 产品 都 为 100 单位 时 ,再 多 生产 一 个 单位 的 B 产 品 ,总 成 本 将 增加 约 

700 个 单位 。 
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设 A,B 两 种 产品 彼此 相关 ,A 与 B (ШЕЕ q 和 qe 分 别 是 两 种 商品 的 价格 pv 和 
bs 的 函数 , 即 а = Ci Ра) sqa 5q CPi ро) M); 

CD SE A RERA а 关于 自身 价格 p, 的 边际 需求, 它 表 示 A 商品 的 价格 
P 发 生变 化 时 ,A 商品 需求 量 g 的 变化 率 ; 

(2) SEE А АЛ а, 关于 相关 商品 B 的 价格 ps 的 边际 需求, 它 表示 B 商品 
的 价格 ps 发 生变 化 时 ,A 商品 需求 量 w 的 变化 率 ; 

类 似 地 ,5 等 是 需求 量 g 关于 相关 价格 的 边际 需求 ,5 旦 是 需求 量 gs 关于 自身 价 
格 ps 的 边际 需求 。 


对 于 一 般 的 需求 函数 , 若 自身 价格 下 降 , 需 求 将 增加 ,从 而 有 3 一 0,3 绎 <0。 


MRS 且 5 旦 <0, 说 明 两 种 商品 中 任意 一 种 价格 下 降 , 都 将 使 需求 量 a, Ma: 同 


时 增加 ,这 时 两 种 高 品 称 为 互补 商品 ,如 汽车 和 汽油 就 是 互补 商品 ,如果 >o 820-0, 


说 明 两 种 商品 中 任意 一 种 价格 下 降 , 将 使 其 中 一 个 需求 量 增 加 , 另 一 个 需求 量 减少 ,这 时 
两 种 商品 称 为 替代 商品 ,如 苹果 和 香 菊 就 是 蔡 代 商品 。 
例 6-4-8 设 A,B 两 种 商品 彼此 相关 ,它们 的 需求 函数 分 别 为 


п=?%У%, p= 15А 
VD Ул 
试 确定 两 种 商品 的 关系 。 
д, 本 8 BO ЧЕ ` 
й О. =—25рг1рў, 3. =S pr 
да 22 дф 
Эр, =75p: š Эй, 50рур:% 


因为 р\-:>0. р:>0, 1 


да, 220 
3p: СУД 
这 表明 А.В 两 种 商品 是 蔡 代 商 品 。 
习题 6-4 
1. 求 曲 线 r=t, y=, r= 在 点 (一 1,1, 一 1) 处 的 切线 及 法 平面 方程 。 
2. RMR ==. ео 处 的 切线 及 法 平面 方程 。 


3. RAH =r +y 在 点 (1,2,5) 处 的 切 平面 与 法 线 方程 。 
4. 求 曲 面 e 一 < 十 zy 二 3 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 与 法 线 方程 。 
5. Жі 2° 4 у° 4-2 Бус 6 在 点 (1,2, 一 1) 处 的 切 平面 与 法 线 方程 。 


20,= 
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V 
6. 求 下 列 函 数 的 极 值 。 
(1) /(х,у)=2ху—3х*—2у° (2) f(z=,y)=(6z—z?2)(4y— у?) 
(3) /(х,у)=4(х—у)—х*—у° (4) /(х,у)=х*— у%+3х*+3у*—9х 


7. 要 做 一 个 容积 为 tms 的 无 盖 长 方 体 箱子 , 问 长 、 宽 、 高 各 为 多 少时 ,才能 使 所 用 材 
料 最 省 ? 

“ 8， 从 斜 边 长 为 /的 一 切 直 角 三 角形 中 , 求 有 最 大 周 长 的 直角 三 角形 。 

“9. 设 某 产品 的 产量 Q 是 劳动 力 L 和 资本 K 的 函数 为 Q==60L+ Ki , 求 当 工 二 128， 
K=8 时 ,劳动 力 的 边际 产量 和 资本 的 边际 产量 。 


多 元 困 数 积分 学 


在 一 元 函数 积分 学 中 ,我 们 知道 定 积分 是 某 种 确定 形式 的 和 的 极限 。 这 种 和 的 极限 
的 概念 推广 到 定义 在 平面 区 域 .空间 区 域 . 曲 线 和 曲面 上 的 多 元 函数 的 情形 ,使 得 到 二 重 
积分 、 三 重 积 分 、 曲 线 积 分 和 曲面 积分 。 本 章 介绍 重 积 分 (二 重 积 分 和 三 重 积分 ) 曲线 积 
分 (对 弧 长 的 曲线 积分 和 对 坐标 的 曲线 积分 ) 的 概念 .计算 方法 及 它们 的 一 些 应 用 (格林 


AR). 
7.1 二 重 积分 的 概念 与 性 质 


7.1.1 二 重 积 分 的 概念 


Т. 曲 项 柱 体 的 体积 


设 有 一 立体 , 它 的 底 是 хОу 面 上 的 闭 区 域 D. 它 的 侧面 是 以 DD 的 边界 曲线 为 准 线 而 
母线 平行 于 x 轴 的 柱 面 , 它 的 顶 是 曲面 z= 三 /(z,y), 这 里 С.у) 20 НФ D 上 和 连续。 这 
种 立体 称 为 曲 顶 柱 体 ,如 图 7-1-1 所 示 。 下 面 讨论 如 何 计算 曲 项 柱 体 的 体积 V。 

仿照 求 曲 边 梯形 面积 的 方法 ,可 将 求 曲 项 柱 体 体积 的 过 程 分 为 4 个 步骤 。 

1) 分 制 

用 一 组 曲线 网 将 区 域 D 分 割 成 个 小 区 域 : 

AG; ‚Ао; + °° s Ao, 

同时 也 用 Aci(i 王 1,2,…,2) 表 示 第 站 个 小 区 域 的 面积 。 然 后 分 别 以 这 些小 闭 区 域 的 
边界 曲线 为 准 线 , 作 母线 平行 于 = 轴 的 柱 面 ,将 曲 顶 柱 体 分 割 成 个 小 曲 顶 柱 体 ,小 曲 顶 
柱 体 的 体积 分 别 记 为 AV, ,AV;,… ,AV,。 

2) 近似 

由 于 小 曲 顶 柱 体 的 底面 很 小 ,所 以 小 的 曲 顶 面 起 伏 变 化 不 会 很 大 ,因而 可 以 近似 地 将 
小 曲 项 柱 体 看 作 小 平 项 柱 体 , 即 用 小 平 项 柱 体 的 体积 来 近似 代替 小 曲 顶 柱 体 的 体积 。 在 
每 个 小 区 域 Ло, 内 任 取 一 点 (和 &, 坟 ) ,以 7, 六) 为 高 且 底 为 Ao, 的 小 平 顶 柱 体 ( 见 图 7-1-2) 
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的 体积 为 /CS ,7 До, 则 有 


AV, ~ f&s) Ao G = 1,2,---,n) 


3) 求 和 
这 个 小 平 顶 柱 体 的 体积 之 和 就 是 曲 顶 柱 体 体积 的 一 个 近似 值 , 即 
У= SAY, == SR 
4) 取 极限 
区 域 D 分 割 得 越 细 ,其 近似 程度 就 越 高 。 记 区 域 Ac, 内 任意 两 点 距离 的 最 大 值 ( 称 
为 该 区 域 的 直径 ) 为 d;(i 二 1,2,…,n)。 令 14 一 max{di} 一 0, 便 得 到 昌 顶 柱 体 的 体积 : 


у= lim > (8.0), 
2. 平面 薄片 的 质量 


设 有 一 平面 薄片 占有 хОу 面 上 的 闭 区 域 卫 , 它 在 点 (z,y) 处 的 面 密度 为 p(zyy) ,这 
里 o(z,y) 二 0 且 在 D 上 连续 ,现在 要 计算 该 薄片 的 质量 m。 上 面 用 来 处 理 曲 项 柱 体 体积 
问题 的 方法 完全 适用 于 本 处 。 

首先 用 一 组 曲线 网 把 品 分 成 n 个 小 区 域 Am ,Ac se „До, ,同时 也 用 До, (i 二 1,2,…， 
n) 表 示 第 i 个 小 区 域 的 面积 。 y 

其 次 把 各 小 块 的 质量 近似 地 看 作 均 匀 薄 片 的 质量 : 在 每 个 


小 区 域 Ac; 内 任 取 一 点 (和 р) ,以 点 (和 六) 处 的 面 密度 CE) y 
近似 代替 第 i 个 小 块 的 面 密度 , 则 第 i 个 小 块 (图 7-1-3) 的 质量 
的 近似 值 为 
ч (š,n)e Ao, 
Ат; ~ pls) До; (т=1,2,+з.п) б - 
再 次 把 各 小 块 质量 的 和 作为 平面 薄片 质量 的 近似 值 , 即 тр 


т == УСЕ арда, 
最 后 将 分 割 无 限 加 细 , 取 极限 ,得 到 平面 薄片 的 质量 : 
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L 


m= lim > os .Da 

其 中 ,4 是 各 个 小 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 。 

3. 二 重 积分 的 定义 

上 面 两 个 问题 的 实际 意义 虽然 不 同 ,但 所 求 量 都 归结 为 同一 种 形式 的 和 的 极限 ,而 且 
解决 问题 的 方法 也 一 样 。 在 自然 科学 和 人 文 社会 科学 等 领域 中 ,有 许多 量 都 可 以 归结 为 
这 一 形式 的 和 的 极限 ,因此 要 研究 这 种 和 的 极限 ,并 抽象 出 下 述 二 重 积分 的 定义 。 

定义 7-1-1 H fay EARRAK D ERAF KR KIR D 任意 分 成 个 小 区 
域 До, . До» see s Ao, ,同时 Aoi(i 二 1,2,…,n) 表 示 第 i 个 小 区 域 的 面积 。 在 每 个 小 区 域 До, 


HERCE ор) ERER /(& gA (i 二 1,2,…,n) ,并 求 和 >; FEN) Ao; o 


MU 538 JCR Н А= max (4) 0 时 ,和 的 极限 lin Ў) SCE р Ao, fe 

在 ,上 且 此 极限 值 与 区 域 D 的 分 制 法 及 点 (8 , 刀 ) 的 取 法 无 关 , 则 称 二 元 函数 /(z,y) 在 区 域 

口上 可 积 ,此 时 称 读 极 限 值 为 丽 数 /Czvy) 在 区 域 D 上 的 二 重 积分 , 记 作 | гс, 即 
D 


[зэ = кт] УС.) Ао, (7-1-1 
p i=l 
其 中 ,|| 称 为 二 重 积分 号 ,/(z,y) 称 为 被 积 函 数 ,/(z,y)do 称 为 积分 表达 式 ,do 称 为 面 和 


元 素 ,z My 称 为 积分 变量 ,D 称 为 积分 区 域 ， > /Cs рода 2 
i=l 


为 积分 和 。 р 
在 二 重 积分 的 定义 中 ,由 于 可 以 对 区 域 D 进行 任意 分 割 , 所 A да 
以 在 直角 坐标 系 中 不 妨 用 平行 于 zx 轴 和 yy 轴 的 一 组 直线 网 将 区 
域 D 进行 分 割 , 这 样 除 了 包含 边界 点 的 一 些小 闭 区 域外 ,其 余 的 
小 闭 区 域 都 是 矩形 闭 区 域 ( 图 7-1-4)。 设 矩形 闭 区 域 Am 的 边 0 Ах) 
KH Ах, M Ay IU Ло; = Az; * Ay, F At fE HIRA К.Л 图 7-1-4 


把 面积 元 素 dz 记 作 dzdy, 而 把 二 重 积分 记 作 上/(z,y)dzdy, 其 中 dedy 称 为 直角 坐标 


чү 


系 中 的 面积 元 素 。 
由 二 重 积 分 的 定义 知 ,前 面 讨论 的 曲 项 柱 体 的 体积 是 函数 fCz,y) 在 底 D 上 的 二 重 
积分 : 


V= [revas 
D 
平面 薄片 的 质量 是 它 的 面 密度 p(z,y) 在 薄片 所 占 闭 区 域 D 上 的 二 重 积分 : 


m= [Г 
5 
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V 
容易 看 出 ,二 重 积分 是 一 个 常数 , 它 是 定 积分 概念 的 推广 。 
4. 二 重 积分 的 存在 性 


如 果 二 元 函数 /zy) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 二 重 积分 |S уда 必 存 在 , 即 
D 


f(z,y) 在 D 上 必 可 积 。 以 后 没有 特别 声明 的 情况 下 ,总 假定 函数 S C, y) EA Jr A K 
D 上 连续 ,从 而 f(x,y) 在 D 上 的 二 重 积 分 都 是 存在 的 。 


5. 二 重 积分 的 几何 意义 


一 般 地 ,如 果 /(z,y) 宇 0, 被 积 函数 /(z,y) 可 解释 为 曲 顶 柱 体 的 顶 在 点 (zx,y) 处 的 
纵 坐标 ,所 以 二 重 积分 的 几何 意义 就 是 曲 顶 柱 体 的 体积 。 如 果 /(z,y) 是 负 的 , 柱 体 就 在 
тОу 面 的 下 方 ,二 重 积分 的 绝对 值 仍 等 于 柱 体 的 体积 ,但 二 重 积分 的 值 是 负 的 。 如 果 
f(z,y) 在 D 的 车 干部 分 区 域 上 是 正 的 ,而 在 其 他 部 分 区 域 上 是 负 的 ,那么 f(z,y) 在 D 上 
的 二 重 积分 就 等 于 хОу 面 上 方 的 柱 体 体积 减 去 zOy 面 下 方 的 柱 体 体积 所 得 之 差 , 即 二 
EPU) || Ayda 在 几何 上 表示 井 项 柱 体 体积 的 代数 和 。 


D 


Il 


7.1.2 二 重 积分 的 性 质 
对 比 二 重 积 分 与 定 积分 的 定义 可 知 , 二 重 积分 有 许多 类 似 于 定 积分 的 性 质 。 
性 质 7-1-1 常数 因子 可 以 提 到 二 重 积分 号 的 前 面 , 即 
[Arcz,wac = [усуд 
D D 
性 质 7-1-2 代数 和 的 二 重 积分 等 于 二 重 积 分 的 代数 和 , 即 
Гос есу = Гуса fecesa 


ТЕЛА 7-1-1 和 性质 7-1-2 通常 合 起 来 称 为 线性 性 质 。 

性 质 7-1-3( 积 分 区 域 可 加 性 ) 若 闭 区 域 D 被 有 限 条 曲线 分 为 有 限 个 部 分 区 域 , 则 
在 D 上 的 二 重 积分 等 于 在 各 部 分 区 域 上 的 二 重 积 分 的 和 。 例 如 ,DD 分 为 两 个 闭 区 域 D. 
与 Da. W 


[[ сс.» = [reva +y 
D D, D, 
性 质 7-1-4 若 在 区 域 D 上 恒 有 f(z.y)==1.o HKD 的 面积 , 则 
Га = 0 


р 
这 个 性 质 的 几何 意义 是 很 明显 的 ,因为 高 为 1 的 平 顶 柱 体 的 体积 在 数值 上 就 等 于 柱 
体 的 底面 积 。 
性 质 7-1-5( 保 序 性 ) 若 在 区 域 D 上 恒 有 f(z,y) 三 g(x,y) 成 立 , 则 有 


[renas [esas 
5 5 
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竺 别 地 ,有 


[rea <Í |/(х.у) | dc 
5 D 


性 质 7-1-6( 估 值 不 等 式 ) 车 函数 /(z,y) 在 区 域 D 上 有 最 大 值 M ЕЛМ m o 为 
KID 的 面积 , 则 有 


mo < [лов 
证 明 因为 т</(тх.у)<М, 所 以 由 性 质 7-1-5 可 得 
Гав < [e э [мае 


再 由 性 质 7-1-1 和 性 质 7-1- 4 便 得 此 估 值 不 等 式 。 证 毕 。 
性 质 7-1-7( 二 重 积分 的 中 值 定 理 ) ” 若 二 元 函数 /(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 
0 为 区 域 DD 的 面积 , 则 在 区 域 D 内 至 少 存在 一 点 (&,7) ,使 得 


[ГО = f) * o 
D 

证 明 显然 c>0, 把 性 质 7-1-6 中 的 不 等 式 各 端 同时 除 以 o 可 得 
m +e <M 


这 就 是 说 ,确定 的 数值 Lf feya fr F m 与 M 之 间 。 根 据 有 界 闭 区 域 上 连续 的 多 元 
D 
函数 的 介 值 定 理 可 知 , 在 区 域 D 内 至 少 存在 一 点 (&, ,使 得 
"v 
SE = Tea 
将 上 式 两 端 同 时 乘 以 c, 便 得 到 所 要 证 明 的 式 子 。 证 毕 。 
习题 7-1 
1. 利用 二 重 积 分 的 几何 意义 ,计算 下 列 二 重 积分 的 值 。 
apa < tya 
D 


о | VR yd De ty < R 
2. 根据 二 重 积分 的 性 质 , 比 较 下 列 积分 的 大 小 。 
DEN = [ауа = [eq as, 其 中 积分 区 域 也 是 由 z 轴 、y 轴 与 直线 
mil 所 围 成 , 试 比较 石和 了 的 大 小 。 
(2) #1 = Гаж = ПСЕ 其 中 积分 区 域 D MAJ (= 2) + 
5 5 


(y 一 1)? 二 2 所 围 成 , 试 比较 1, 和 L, 的 大 小 。 
З. 利用 二 重 积 分 的 性 质 ,估计 下 列 积分 的 值 。 
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(1) 1= [аус yd,D: о 1.0 y 1 
D 

(2)I= | 十 4 并 十 9)dc,D: z +y? < 4 
D 


(3) гы | — n: #4 xo 
с va 5-16 


“4. 设 有 一 平面 薄片 (不 计 其 厚度 ) 占 有 хОу 面 上 的 闭 区 域 卫 ,薄片 上 分 布 有 面 密度 
为 1 二 p(x,y) 的 电荷 , 且 jy(z,y) 在 D 上 连续 ,试用 二 重 积 分 表达 该 薄片 上 的 全 部 电荷 Q. 


7.2 二 重 积分 的 计算 


按照 二 重 积 分 的 概念 和 性 质 来 计算 二 重 积分 ,对 少数 特别 简单 的 被 积 函数 和 积分 区 
域 来 说 是 可 行 的 ,但 对 一 般 的 被 积 函数 和 积分 区 域 来 说 ,这 不 是 一 种 切实 可 行 的 方法 。 本 
节 介 绍 一 种 计算 二 重 积分 的 方法 ,这 种 方法 把 二 重 积 分 化 为 两 次 定 积 分 来 计算 。 


7.2.1 利用 直角 坐标 计算 二 重 积 


1. 在 直角 坐标 系 下 区 域 的 表示 


先 讨论 хОу 面 上 的 一 类 简单 区 域 : 对 于 任何 穿 过 区 域内 部 且 平 行 于 zx 轴 或 y 轴 的 
直线 与 区 域 边界 的 交点 不 多 于 两 个 。 

由 直线 r=a #l z =b(a<b)X 8 y= g (2) y= plar) Сф la) <p Ca) ) ER ñ < p 
DOLE 7-2-1) ,注意 到 对 于 任何 穿 过 区 域 D 内 部 且 平行 于 y 轴 的 直线 与 区 域 D 的 边界 
的 交点 不 多 于 两 个 , 称 区 域 D 为 X 型 区 域 ,其 可 用 集合 表示 为 

D = {(х,у)|а<х<%65, ф(х) < y< ф,(=х)) 
也 可 以 简 记 为 
D:a <xz=< b, ф(х) < y < ф(х) 

类 似 地 ,由 直线 y=c # у=4(с<4›%Щ х (у) 20 (у) Сф (y)< g oD 
成 的 区 域 D( 见 图 7-2-2) ,注意 到 对 于 任何 穿 过 区 域 D 内 部 且 平行 于 zx 轴 的 直线 与 区 域 
D 的 边界 的 交点 不 多 于 两 个 , 称 区 域 D 为 Y 型 区 域 . 其 可 用 集合 表示 为 

D= {(х,у)|с<у<4, hh(y) Szr ф (у)} 
也 可 以 简 记 为 
D: Ky Sd, pH Krp) 


图 7-2-2 
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ыр 
例 7-2-1 将 由 曲线 у=л?°.у=2х 所 围 成 的 区 域 DAAA EKRA Y KREK. 
解 ” 先 画 出 其 图 形 ( 见 图 7-2-3), 则 X 型 区 域 表示 为 
D = ((z=,y) | 0 < = < 2,=# < y< 2z) 
Y 型 区 域 表 示 为 
p= 22 | 0<5<4,5 <=: <J] 


2. 化 二 重 积分 为 累 次 积分 图 7-2-3 


下 面 用 几何 观点 来 讨论 二 重 积分 /Cz,y) do 的 计算 问题 。 假 定 /Cz,y) 之 0, 不 妨 设 
D 


积分 区 域 D ХИС, аар С) уфа C) MEERI [лса 在 几何 
D 


上 表示 以 曲面 z= 二/(z,y) 为 项 ,以 区 域 D 为 底 的 曲 顶 柱 体 ( 见 图 7-2-4) 的 体积 。 可 以 应 
用 3.9 节 介绍 的 “平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 ”的 方法 来 计算 这 个 曲 顶 柱 体 的 
体积 。 

首先 计算 截面 面积 。 为 此 ,在 区 间 [a, 刀 中 任意 取 定 一 点 xo, 作 平行 于 yOz 面 的 平面 
二 zxo ,该 平面 截 曲 顶 柱 体 的 截面 ( 见 图 7-2-4 的 阴影 部 分 ) 是 一 个 以 区 间 [w (ль). 
@ (Zo) 为 底 , 以 曲线 < 二 f(zo,y) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 ( 见 图 7-2-5), 所 以 该 截面 的 面 


积 为 
A(zo) = [К уса. ›эду 
ж) 
O обу) Фо) У 
图 7-2-5 
ЖЕНЫ, 0 8] аР БЕА л = 且 平 行 于 yOz 面 的 平面 截 曲 项 柱 体 的 截面 的 面 
积 为 


К] 
AG) -Í f a. y)dy 
ә 


ш 


于 是 ,根据 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 体积 的 方法 ,得 曲 顶 柱 体 体积 为 
у= f Aies || [лау] 


aw 


这 个 体积 也 就 是 所 求 二 重 积分 的 值 , 从 而 有 以 下 等 式 : 
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要 


b (x) 

[reva | ii fz ду |а (7-2-1) 
а (z) 

D 


т 
式 (7-2-1) 右 端的 积分 称 为 先 对 y、 后 对 x 的 二 次 积分 。 就 是 说 , 先 把 xz 当 作 常 量 , 把 
Sa RE у 的 函数 ,并 对 y 计算 从 gi1(z) 到 o, (xz) 的 定 积 分 ;然后 把 算得 的 结果 (是 x 
的 函数 ) 再 对 ж 计算 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 。 这 个 先 对 y、 后 对 的 二 次 积分 也 常 记 作 


гЬ (z) 
[fa ydsyydy, 于 是 式 (7-2-D 也 党 写 
a nc 


2) 

b (с P 
КЕЕ) dz| f z.y)dy (7-2-1) 
5 а Jaw 


这 就 是 把 二 重 积分 化 为 先 对 y、 后 对 z 的 二 次 积分 的 公 
类 似 地 ,如 果 区 域 DD 为 Y 型 区 域 : суа, Ф (y)< +<, (у). 


P 4 СЕ) 
f(xy) do = | af f(z sy dr (7-2-9) 
г. с CAE 


D 

这 就 是 把 二 重 积分 化 为 先 对 x、 后 对 y 的 二 次 积分 的 公式 。 上 述 二 次 积分 公式 右 端 
的 积分 均 称 为 累 次 积分 。 

注 : (1) 在 上 述 讨论 中 ,假定 /(x,y) 宇 0, 但 实际 上 式 (7-2-1) 和 式 (7-2-2) 的 成 立 不 
受 此 条 件 的 限制 。 

(2) 累 次 积分 与 积分 区 域 D 的 表示 有 密切 的 关系 ,X 型 区 域 表 示 与 式 (7-2-1) 中 的 累 
次 积分 相对 应 ,而 Y 型 区 域 表示 与 式 (7-2-2) 中 的 累 次 积分 相对 应 。 

(3) 累 次 积分 的 计算 应 从 后 往 前 进行 。 


例 7-2-2 计算 [К ‚ҖФРрЕНИ%у=1.,х=2ЖҖу=х > 
D 


所 有 成 的 闭 区 域 。 ed 


解 解法 1: 画 出 积分 区 域 D( 见 图 7-2-6), 可 把 DARE X 
型 区 域 : 1<><2,1<y<xr,T 


图 7-2-6 


i j ое а j: F . x ПЕС 1 | (x — z)yda; 


_ Ду а _ 9 
sala бе: 
注 : 积分 还 可 以 写成 
Гаа = | def ауду = [zarf уду 
D 


解法 2: 也 可 把 D 看 成 是 Y 型 区 域 : 1<у<2,у<а<2, TÈ 


Joe- ое = Гро - (8) 
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L 


例 7-2-3 计算 二 重 积分 | (2z ydo Д р A 


2х-у+3=0 


D 
Ф2х—у+3=0.х+у—3=0 及 y=1 所 围 成 的 区 域 。 
# 夯 出 积分 区 域 ( 见 图 7-2-7)。 若 D 视 为 Y 型 区 


域 : 1<y<3,*33<z<3 一 y, 则 有 To Е 
не з-у з aai 
Jer- ya =f dy| 102 уде = f [= — ay] ,ady 
1 == 1 =y 
5 т 


[[#—»*—-@—»»-(>>®) +(>>®)›] 


3 
91у 2 +35] 
1 


Го 4у +3) ау 
==% 
Ж. 本 例 中 ,由 于 区 域 D 上 方 的 边界 是 由 两 条 不 同 的 曲线 组 成 的 ,所 以 ,区 域 D 若 用 
又 型 区 域 表 示 , 则 须 将 区 域 D 分 割 为 左右 两 部 分 , 即 
D=((z,y) —1< z< 0,1=< y< 2r+3) 
U((z,y) [0<х2<2,1<у<3— х) 


32 


于 是 得 
ү ro 2r+3 2 3 一 z 
(2z—y)do = | dr (2z 一 y)dy 十 | dr| (2x—y)dy =— 3 
ГИНИ УЯ, 
本 例 用 义 型 区 域 表 示 时 计算 二 重 积分 较为 复杂 ;而 用 Y 型 区 域 表 示 , 计 算 就 相对 
简单 。 


例 7-2-4 计算 |。 ZT do Д D EMER у= 1,2— 1 R у=х BIR 
D 


解 ” 画 出 区 域 D( 见 图 7-2-8), 可 把 DD 看 成 是 X 型 区 域 : —1<х<1,х<у<1,+1} 


[> муо = | а Ta yay 
р 


= a 2 2)3 ps 
= [+ = e [aç 
一 | QJ = 
3d `“ 
i 
1-2-8 = 2 (一 1)dz 
3), 
= №, 
2 


Ж. 本 例 中 ,也 可 把 看 成 是 了 型 区 域 : —1<у<1,—1<а<у. Ф 
[> УЕ = у = [| saf /1+ж—$ў°д& 
一 ! -1 
5 
易 见 ,化 为 先 对 工 . 后 对 y 的 二 次 积分 时 ,计算 过 程 较为 复杂 ,因此 宜 采 用 先 对 y、 后 
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对 工 的 二 次 积分 。 通 过 例 7-2-3 和 例 7-2-4 可 以 看 出 ,把 二 重 积分 化 为 二 次 积分 ,往往 需 
要 选择 恰当 的 二 次 积分 的 次 序 , 这 时 , 既 要 考虑 积分 区 域 D 的 形状 ,又 要 考虑 被 积 函 数 
(zsy) 的 特性 。 

“ 例 7-2-5 计算 | dy| e az, 

分 析 ”如果 直接 先 对 工 求 积分 , 则 被 积 函数 er 的 原 函数 不 易 求 
出 。 在 这 种 情况 下 ,可 以 考察 先 对 y 求 积分 . 即 交换 积分 次 序 。 

R ”首先 将 积分 区 域 用 点 集 表示 , 即 {(z,y)10<y<1,y 和 xz 委 1)， 
对 应 的 区 域 ( 见 图 7-2-9); 再 将 图 中 的 积分 区 域 视 为 X 型 区 域 : 
0 三 zx 过 1,0 壹 yx; 最 后 交换 积分 次 序 并 求 出 该 区 域 上 的 二 次 积分 : 


u f ç А 1 б 和 9 
| dy| er dz = [е dzdy = | def e dy = | e [урах 
0 y 5 ° ° 0 


1 
= | er хіх = 1f ee dla?) 
° 


7.2.2 利用 极 坐标 计算 二 重 积分 


对 于 有 些 积分 区 域 而 言 ,在 直角 坐标 系 下 表示 比较 复杂 ,而 该 区 域 在 极 坐标 系 下 表示 
相对 简单 , 且 被 积 函数 用 极 坐 标 变量 p.9 表达 比较 简单 .这 时 可 以 考虑 利用 极 坐 标 来 计算 


ЕГА 
显然 ,将 二 重 积分 上 /Cz,y)do 转换 为 极 坐 标 形式 ,会 遇 到 两 个 问题 , 一 是 如 何 把 被 


积 函 数 /Cz,y) 转 换 为 极 坐标 形式 ;二 是 如 何 把 面积 元 素 do 转换 为 极 坐标 形式 。 
第 一 个 问题 是 容易 解决 的 。 如 果 选 取 极 点 О 作为 直角 坐标 系 的 原点 , 极 轴 作 为 工 
轴 , 则 由 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 
x = pcos0 
р = рѕіпб 
可 得 
Ску) = Ј(рсоѕ0 .рѕіпб) 
针对 第 二 个 问题 ,在 极 坐标 系 中 ,以 从 极点 O 出 发 的 一 族 射线 (0 为 常数 ) 及 以 极点 为 
中 心 的 一 族 同心 圆 (p 为 常数 ) 构 成 的 曲线 网 将 区 域 D 分 为 许多 小 闭 区 域 ,这 些小 闭 区 域 
除了 靠近 边界 的 一 些 不 规则 区 域外 ,大 多 数 是 扇形 域 ( 见 图 7-2-10)。 当 分 割 不 断 细微 
时 ,这 些 不 规则 区 域 的 积分 和 趋向 于 0, 可 以 不 必 考 虑 。 于 是 图 7-2-10 中 阴影 所 示 的 小 
闭 区 域 的 面积 近似 等 于 以 раб 为 长 .dp 为 宽 的 矩形 面积 。 因 此 在 极 坐 标 系 中 的 面积 元 素 
可 记 为 
do = podod0 
于 是 二 重 积分 的 极 坐标 形式 为 
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L 


[ez эв = || у‹рсозд,рзїпбурдедө (7-2-8) 
D D 
Ж: 面积 元 素 的 极 坐 标 形 式 中 有 一 个 因子 o, 在 运用 中 切 勿 遗漏 ! 
车 积分 区 域 D 在 极 坐标 系 下 可 表示 为 : aIL, (0) <р, (0) , 则 
[| reeeose,esingpyedpag = Гав"? Feeosoesinpyede (7-2-4) 
5 a aD 
这 就 是 极 坐标 系 中 二 重 积分 化 为 二 次 积分 的 公式 。 
例 7-2-6 计算 | ma + z° + ydo ,其 中 积分 区 域 D 为 单位 圆 在 第 一 象限 内 的 
D 


部 分 。 
分 析 ”本题 中 ,被 积 函数 直接 对 zx 或 对 у 求 积 分 都 很 不 容易 求 出 原 函 数 , 故 可 以 考 
虑 转换 为 极 坐 标 来 进行 尝试 。 


解 如 图 7-2-11 所 示 , 在 极 坐标 系 中 ,D 可 表示 为 : ОО-О Sl, Fi 


+ 1 
[һа Һа? Fdo [ F р )odod0 j dg) na + 5949 
D D 


1 
==. 1 а Баа +) 


x 2 ПИЕ ҮТ i L. Е 
(са Fna 402) Га 上 pz)dln(1 re) 


=E =. 
Е (2122 — 1) 


1 М + у do = [ Ме odod0 = [е 


_[% TE 
|, 27], 
8 


= а. coss0d0 
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vw 
= 区 | з 
3 , ©°5`040 
=16.2 _ 32 
3 8 9 


注 : 2##2 E 3.5 B| Ж £ , m k d s 3k 3) F(zs 十 多 ) 的 形式 , 则 可 以 优先 考虑 采用 
极 坐 标 来 计算 二 重 积分 。 
“ 例 7-2-8 计算 [e dedy НИНА Dir’ +y R, 
D 
解 ” 如 图 7-2-13 所 示 , 在 极 坐标 系 中 , 闭 区 域 D ARRA :0<<0<2z.0<o<R, FE 
[= бду e = k [е 
р р 
„сере 
_ 1 s PS 
= 0-6% Ji d0 


=r) 


图 7-2-12 


ж. 此 处 积分 |e dzdy 也 经 常 直接 写成 上 cs- dzdy。 本 题 倘若 直接 用 直角 
D 


HPR 
坐标 计算 ,由 于 积分 |e- dz 不 能 用 初等 函数 表示 ,所 以 很 难 算出 来 。 
还 可 以 利用 本 题 的 结果 来 计算 工程 上 常用 的 反常 积分 (概率 积分 )| de, 
当 R-= 十 co 时 ,积分 区 域 万 为 整个 zOy 平面 ,此 时 有 
ery = üm fe ardy = lim za еж) 
5 ье ka y = га e У = Рес е 


另 一 方面 ,由 于 
[=s = =e [Ea = (Jay 
从 而 有 
[eena 
或 | ea =7 
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习题 7-2 


1. 在 直角 坐标 系 中 ,用 联 立 不 等 式 表示 下 列 平面 区 域 D。 
A) D EEHiz==0,y=0 以 及 z+y=1 MER; 
(2) DD 是 由 y==2,y==z DK y=2zx 所 围 成 ; 


(3) DD 是 由 xz 一 1,x 一 2,y 一 2 以 及 > 一 上 所 图 成， 


(4) D Ær? Hy KA 和 y 宇 0 的 公共 部 分 。 
2. 计算 下 列 二 重 积分 。 


(1) || 0c + у) о,р: 0 < = lss 


(2) |же” Dr 0<2<1,0<у<і1; 


(3) Sedo, 其 中 ,DD R BR а —1,z=2 以 及 y 一 1,y 一 2 所 围 成 ; 


са) [oz T 2y)do, 其 中 ,DD 是 由 两 坐标 轴 与 直线 x 十 y=2 所 围 成， 
©) [e Vydo, 其 中 ,DD 是 由 两 条 抛物 线 y= 二 VE ,y=x? 所 围 成 ; 


(6) Е 其 中 ,D 是 由 直线 z==1,z=2,y=xz ШМ у= 22 所 围 成 ; 


(7) Гоо, 其 中 ,D RH BUR y=1,y== 以 及 y 轴 所 围 成 。 


D 
3. 化 二 重 积分 сеу 为 二 次 积分 (分 别 列 出 对 两 个 变量 先后 次 序 不 同 的 两 个 


二 次 积分 ) ,其 中 ,积分 区 域 D 是 由 直线 y 二 x Й у? = 4x 所 围 成 。 
4. 改变 下 列 二 次 积分 的 积分 次 序 。 


[1 Vy 1 e 

TA af f(rydr wf af „f (z.y)d= 
o “dy oe 
`2 2 1 1 

(3) dz| Cry)dy со ра суду 
1 da ° Jd 


5. 利用 极 坐 标 计 算 下 列 各 题 。 
(1) || sin Vz? + y’ do, D; # < r? +y’ < 41°; 


(2) [e ао, D ЖИН 25-7 — 4 所 围 成 : 
(3) || arctan 兰 do, 其 中 ， D 是 由 直线 y= 二 0,y==x ЖИ 22у =l, r +y =4 所 围 


D 
成 的 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 ; 
ч› [(2) qo, 其 中 ,DD 是 由 曲线 y 一 VI 一 可、 直线 y ез 轴 转 成 的 闭 区 域 ; 


D 
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V 


zdrdy ч 2 2 с 7 
етер EE S +у*<4 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 。 
“7.3 三重 积 


7.3.1 三 重 积 分 的 概念 


在 定 积分 和 二 重 积 分 的 概念 中 ,我 们 曾 处 理 过 一 个 共同 的 实例 ,就 是 求 一 个 质量 分 布 
不 均匀 的 物体 的 质量 。 如 果 已 知 物体 的 密度 是 该 物体 上 点 了 的 连续 函数 /(P) ,那么 根 
据 物体 的 不 同 的 几何 形状 ,物体 的 质量 变化 即 可 引出 不 同 的 积分 概念 。 

(1) 物体 是 一 根 细 的 直线 棒 , 则 非 均 匀 细 棒 的 质量 为 


M= ЭЭС = Госа 
m а 


它 就 是 线 密度 函数 /(xz) 在 直线 棒 所 占 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 。 
(2) 物体 是 一 块 平面 薄片 , 则 非 均匀 薄片 的 质量 为 


M= iin DC луй; = усуд 
о f=1 > 


它 就 是 面 密度 函数 /(z,y) 在 薄片 所 占 平面 区 域 D 上 的 二 重 积分 。 
(3) 物体 是 一 个 空间 立体 , 它 所 占有 的 空间 区 域 为 2, 那么 如 何 计算 它 的 质量 呢 ? 
与 处 理 细 的 直线 棒 、 平 面 薄 片 形状 的 物体 一 样 ,我 们 可 以 把 立体 2 任意 分 成 个 小 
闭 区 域 Av;(i 二 1,2,…,n), 且 以 До, 表示 第 i 个 小 立体 的 体积 。 在 小 立体 Ао, 上 任 取 一 
ACE Со) ,显然 小 立体 Av: 的 质量 近似 地 等 于 
/О&э› Аш, (=1,2,,n) 
于 是 立体 2 的 总 质量 近似 地 等 于 


Df CE, sn 5) Av; 
HE À 表示 这 n 个 小 立体 的 最 大 直径 (直径 意义 同 前 所 述 ) ,我 们 自然 会 想到 , 当 
А0 时 ,上 面 和 式 就 会 趋 于 立体 2 的 总 质量 , 即 
M= ЧРЕЗ 
А0 i=1 


这 一 和 式 的 极限 与 定 积分 .二 重 积 分 的 和 式 极限 结构 形式 非常 类 似 , 它 不 仅 在 质量 计 
算 中 ,而 且 在 物理 力学、 工程 技术 中 也 经 常会 遇 到 ,由 此 我 们 引入 三 重 积 分 的 定义 。 

定义 7-3-1 设 /(z,y,z) 是 空间 有 界 闭 区 域 4% 上 的 有 界 函 数 。 将 Q 任意 分 成 + 
小 闭 区 域 Av;(i 二 1,2,…,n), 且 以 Ло, 表示 第 i 个 小 闭 区 域 的 体积 ,在 每 个 Ао, 上 任 取 一 
(Е ор), ERR /(& ,61)Avi(i 二 1,2,…,n), 并 作 和 Nap ло ШЧ 
小 闭 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 4 趋 于 零 时 , 这 个 和 的 极限 总 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 fO, 
yo 在 闭 区 域 9 上 的 三 重 积分 , 记 作 上 (zx,y,z)do, 即 

a 
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要 


[resoa = lim У) f(&, +) Av (7-3-1) 
м”0 ү 


È i=l 
其 中 ， 用 称 为 三 重 积分 号 ， f(z,y,z) 称 为 被 积 函 数 ; ГО, у.с) ао 称 为 被 积 表达 式 ; do 


称 为 体积 元 素 ; x,y,x 称 为 积分 变量 ; 0 称 为 积分 区 域 . 此 时 我 们 也 称 函数 f(z,y,x) 在 Q 
上 可 积 。 

Ж. (1) 在 直角 坐标 系 中 ,如 果 用 平行 于 坐标 面 的 平面 来 划分 Q ,这 样 除了 包含 边界 
点 的 一 些 不 规则 小 闭 区 域外 ,其 余 的 小 闭 区 域 都 是 长 方 体 。 设 长 方 体 闭 区 域 Ao, 的 边 长 
为 Ах;, Ау, 和 Az A) Ло = Аз; Ду Ла. ТЕА В АЖА Е.Е ЖЛ Ф do 记 作 


dzxdydx, 而 把 三 重 积 分 记 作 Пес. azayas, Ф dzdydz 称 为 直角 坐标 系 中 的 体积 
а 

(2) НАЖ frys) B| E 3 Q 上 连续 时 ， 极限 lim УЕ А 是 存在 的 ， 
因此 /(z,y,z) 在 Q 上 的 三 重 积分 是 存在 的 ,以 后 我 们 总 假定 (zyy,z) 在 闭 区 域 Q 上 是 
连续 的 。 

借用 三 重 积分 的 概念 ,我 们 知道 ,空间 立体 2 的 质量 是 密度 函数 /(z,y,x) 在 Q 上 的 
三 重 积 分 , 即 

M = Jire 

由 于 三 重 积分 的 定义 域 定 积分 .二 重 积分 的 定义 十 分 类 似 , 因 此 它 也 有 与 定 积分 、 二 

积分 相 类 似 的 性 质 。 这 里 我 们 不 再 一 一 和 叙述, 仅 列举 下 面 几 个 ,其 余 请 读者 自己 补充 。 


(1) Пале.» +c; g(z,ys, z) ]do = а[[у‹е.»›=зв+‹. [жс у› оа 
2) 当 Q etik hiik O, 和 0; 时 ,有 š 
ПЕЕ = [reso [лса 


en 


со [ae = vath v yea 的 体积 。 
a 


7.3.2 三 重 积 分 的 计算 


计算 三 重 积分 的 基本 方法 是 将 三 重 积分 转换 为 三 次 积分 ( 累 次 积分 )。 下 面 按 不 同 坐 
标 系 来 分 别 讨论 将 三 重 积分 转换 为 三 次 积分 的 方法 , 且 仅 限于 叙述 方法 。 


1. 利用 直角 坐标 计算 三 重 积 分 


三 重 积 分 转换 为 累 次 积分 的 关键 还 在 于 确定 上 下 限 。 如 图 7-3-1 所 示 , 如 果 平 行 
>z 轴 且 穿 过 Q 内 部 的 直线 与 2 边界 曲面 的 交点 不 超过 两 个 ,那么 它 的 定 限 步骤 如 下 。 

(1) 将 空间 闭 区 域 2 投影 到 zOy 面 ,得 到 一 个 平面 闭 区 域 D,, 。 

(2) 在 D。 内 任 取 一 点 (zyy), 作 平行 于 > 轴 的 直线 ! ,与 边界 曲面 的 交点 的 竖 坐 标 为 


T 
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21 lx y) Ml х (х,у), ВЕ z, (х,у) < (m,y), XF Q 可 以 表示 为 
A = ((=х,у,2) | а (х,у) < z< 2, (m,y), (m,y) € Dy} 
先 将 z,y 看 作 常 量 , 将 Sayd Af z Їй РАЖ. EKE Ce (с, y). za Соу) EX z 
积分 ,得 到 一 个 二 元 函数 F(z,y)。 


z(x,y) 
F(x,y) = ГЕ ” (х,у, Че 
К 


然后 计算 F(z,y) 在 闭 区 域 D,, 上 的 二 重 积 分 。 假 设 闭 区域 D;, 为 X 型 区 域 , 即 
Dy = { (х,у) | у(х) S< y < у, (z2),a < zx S< b) 


|==. y)do = ! i Е “ге ys az |do = = Í dx ре [E res. аа ау 
这 就 完成 了 f(xyys :) 在 空间 闭 区 域 Q 上 的 三 重 积分 。 ВЕ 
[esw = |у ас [ау |° ий ez， y,z)dz (7-3-2) 


nw Ее; 


则 


公式 (7-3- 2) 把 三 : 重 积分 转换 为 先 对 > 再 对 y ,最 后 对 之 的 三 次 积分 。 

注 : 如 果 平行 于 工 轴 (或 y 轴 ) 且 穿 过 闭 区 域 OQ 内 部 的 直线 与 Q 边界 曲面 的 交点 不 
超过 两 个 ,也 可 以 把 2 投影 到 yOz 面 (或 IOz 面 ), 这 样 可 以 把 三 重 积分 转换 为 按 其 他 顺 
序 的 三 次 积分 。 


例 7-3-1 计算 三 重 积分 [өн 0 为 三 个 坐标 面 及 平面 + 十 y 十 x = 1 所 围 成 


的 闭 区 域 。 

解 ” 作 闭 区 域 2( 见 图 7-3-2) ,将 0 投影 到 хОу 面 ,得 投影 区 域 D,, 为 三 角形 闭 区 
域 OAB, 所 以 О„={(х,у)|0<у<1—х.0<х<1}, 在 р, НЕН (х, у), ЕЗ 
于 <z 轴 的 直线 ,该 直线 通过 平面 z==0 FA Q 内 ,然后 通过 平面 > 二 1 一 zx 一 y 穿 出 Q 外 ， 


于 是 
1 l-z 1 一 y 
[|== Га f dy [| zzdz 


1 1 l-r 
= 4 f'ede f (1 一 工 一 y)2dy 
° ° 
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(1 一 z)sdz + [ (1—ж)*4х 
1 
20 

有 时 ,计算 一 个 三 重 积分 时 ,也 可 以 先 计 算 一 个 二 重 积分 ,再 计算 一 个 定 积分 。 设 空 
间 闭 区 域 0 二 {(x,y,z)|1 (x,y) ЄР, ,a 三 x 二 cs) ,其 中 D. 是 竖 坐 标 为 z 的 平面 截 空间 闭 
KRO 所 得 到 的 一 个 平面 闭 区 域 ( 见 图 7-3-3), 则 有 


1 r 1 
4 „\5 == 
Mal +56 0—5) | i 


IEE [affey dray (7-3-8) 
а а m. 
例 7-3-2 ави [|k dedyde Д о ЕНИН: + 2 3-22 = 1 所 用 成 的 空间 
解 空间 闭 区 域 0( 见 图 7-3-4) 可 表示 为 
m= oL Ц ИГРА 
a b с 


Te Į ?drdydz = Е * “Је = wab| ( 1 = je dz 5 парс? 


2. 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 


设 MGCz,y'z) 为 空间 内 一 点 ,并 设 点 M E Oy 面 上 的 投影 的 极 坐标 为 Po,0) ， 
W o,0,= 这 样 的 三 个 数 就 叫 作 点 M 的 柱 面 坐标 ( 见 图 7-3-5)。 这 里 规定 p,0,z 的 变化 范 
围 为 
0<0< 2л, 0=< p<+ °, — оо < z <+ ° 
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要 
点 M 的 直角 坐标 与 柱 面 坐标 的 关系 为 

x = pcos0 

Кк у = psin0 
ш 简单 来 说 ,由 ахау = рараб 可 得 柱 面 坐标 系 中 的 体积 元 素 do 一 

F 20000 dzdydz=pododbdz, 从 而 在 柱 面 坐标 系 中 三 重 积分 可 转换 为 
图 7-3-5 [у сс. у, arayas = [[/ «осово,окіпо, араба (7-3-4) 
а а 


例 7-3-3 “利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 上 zdzdydz ,其 中 是 由 曲面 < 二 z* 十 y F 
a 


z=4 所 围 成 的 闭 区 域 。 
解 ” 闭 区 域 Q 可 表示 为 
0<0<2x, 0<р<2, <=е<4 


于 是 


[ dzdydz= 


Е "aof pof", ей ~ af oa6 一 oodp 
= s AN. ç 2 5 64 
2 cb 6 |, Сш 
Ж. 0 7-3-3 还 有 另 一 解法 ,2 可 表示 为 О={(х.у,=)|0<л%+у*<е,0<е<4},+Ж 


Į- ай f ai Jew ЈЕ dk re] © 


“3. 利用 球面 坐标 计算 三 重 积分 


设 M(z,y,z) 为 空间 内 一 点 , 则 点 M 也 可 用 ,80 这样 三 个 有 次 序 的 数 来 确定 。 其 
中 ,r 为 原点 O 与 点 M 间 的 距离 ; ç HOMS z 轴 正 向 所 夹 的 角 ,0 为 从 正 z MKE A x 轴 
按 递 时 针 方向 转 到 有 向 线段 O 疡 的 角 。P 为 点 M 在 хОу 面 上 的 投影 ,r,p,g 这 样 的 三 个 
数 叫 作 点 M 的 球面 坐标 ( 见 图 7-3-6) ,这 里 ~,p,0 的 变化 范围 为 

0<r<+°o°, 0<ze<x, 0<0<2я 
点 M 的 直角 坐标 与 球面 坐标 的 关系 如 下 : 


x = rsingecos0 


y = rsingsin0 


= = rcoso 
不 难 证 明 ,球面 坐标 系 中 的 体积 元 素 dv=r?singdrdgd0, 因 此 ,在 图 7-3-6 
球面 坐标 系 中 三 重 积分 可 转换 为 


es ‚<)йо = |l rsingcos0.rsinesin0.rcose)r°sinedrded0 (7-3-5) 
0 A 
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L 


B 7-3-4 ТЕРА ЕЯ |z: dv Q: +y H < 1, 


2 
解 在 球面 坐标 系 下 ,2 可 表示 为 
0<0<2x, 0<ge<x, 0<r<1 


于 是 
||: do= [е зіп? ф соѕ?0г° singdrdgd0 
r] 


a 


2x x 1 
= | cos*0q0 | sin gaç | rdr = r 
° ° ° 15 
习题 7-3 


1. 将 三 重 积 分 工 一 [reso 转换 为 三 次 积分 ,其 中 积分 区 域 0 分 别 如 下 。 
a 


СТ) 由 旋转 抛物 面 а уе 与 平面 z=1 所 围 成 的 闭 区 域 ; 

(2) 由 平面 z=0,z+y=1 与 双 曲 抛物 面 += = 所 围 成 的 闭 区 域 。 

2. 设 有 一 物体 ,占有 空间 闭 区 域 Q={(z,y,z)|10 委 z 委 1,0 委 > 科 1,0 委 > 委 1) ,在 点 
(zs,y,z) 处 的 密度 为 p(xz,y,x) 二 zx 十 y 十 z, 计 算 该 物体 的 质量 。 


э. в erdo Eh о AKIE: < к <1,0<у<2.0<<3. 

4. 计算 三 重 积分 川 zdzdydz, 其 中 加 为 三 个 坐标 面 及 平面 xz 十 2y 十 = 一 1 所 围 成 的 闭 
ки. 

5. 计算 三 重 积分 用 dedydz, 其 中 Q анн z= Ë. УЕ ЕУ 与 平面 < 二 hh R>, 


n 
h > 0) 所 围 成 的 闭 区 域 。 
6. 在 柱 面 坐 标 系 中 计算 下 列 三 重 积分 : 


CD [ee + wde, 其 中 ,是 由 旋转 抽 物 面 z: + у* = 2= 与 平面 > — 2 所 围 成 的 闭 
a 


区 域 。 
(2) 用 =qo, 其 中 ,0 hiegi а 十 Y 一 < 与 球面 = /2— = ут 所 转 成 的 
п 
闭 区 域 。 
. РОШ оз Vve Fy + = 
й, ишле |] ° а du. 其 中 ,0: п ауа < 
4т?„ 


“8. 求 球面 十 十 (zx 一 a)* 二 a? 与 半 顶 角 为 а 的 内 接 锥 面 p 二 a 所 围 成 的 立体 的 
体积 。 


第 7 章 ”多 元 函数 积分 学 ”245 


“7.4 ”对 弧 长 的 曲线 积分 


二 重 积 分 和 三 重 积分 已 经 把 积分 概念 从 积分 范围 为 数 轴 上 一 个 区 间 的 情形 推广 到 积 
分 范围 为 平面 或 空间 内 的 一 个 闭 区 域 的 情形 。 本 节 及 后 面 几 节 将 把 积分 概念 推广 到 积分 
范围 为 一 段 曲线 弧 的 情形 ,这 就 是 曲线 积分 。 曲 线 积分 通常 有 两 类 ,对 弧 长 的 曲线 积分 和 
对 坐标 的 曲线 积分 。 


7.4.1 对 弧 长 的 曲线 积分 的 概念 与 性 质 


引 例 曲线 形 构件 的 质量 。 

设 一 曲线 形 构件 所 占 的 位 置 在 хОу 面 内 的 一 段 曲线 弧 工 上 y 
CLB 7-4-1), 已 知 曲线 形 构件 在 点 (z,y) 处 的 线 密度 为 wCz,y)， 
求 曲线 形 构件 的 质量 m。 与 前 面 的 处 理 方法 完全 类 似 ,把 曲线 分 


W n 小 段 : Asi s Asz ss As, CAs; 也 表示 弧 长 M;_1M;。 任 取 (& ,7) 
EAsi, 得 第 ;个 小 段 质量 的 近似 值 为 wp(S ,7D)As' 则 整个 构件 的 


" 


Ж ЖУ m == DAEs Аз „ФА = max {Asi) — 0, 则 整个 物质 曲 图 7-4-1 
线 的 质量 为 


о 


т = іт Уураар, 
А-0 4 
这 种 和 的 极限 在 研究 其 他 问题 时 也 会 遇 到 ,由 此 引出 下 面 的 定义 。 
ЖМ 7-4-1 01. rOy 面 内 的 一 条 光滑 曲线 弧 , 函 数 /(z,y) 在 L 上 有 界 .在 L 上 
任意 插入 一 个 点 列 Mi ,Ms，… ,Mi 把 工分 成 个 小 段 , 设 第 i 个 小 段 的 长 度 为 As;, 又 因 
为 (&; ,7) 为 第 i 个 小 段 上 任意 取 定 的 一 点 , 作 乘积 EAs G = 1,2,…,n ), 并 作 和 


六 уса p) Asi ,如 果 当 各 小 弧 段 的 长 度 的 最 大 值 X — 0 时 ,这 个 和 的 极限 总 存在 , 则 称 此 极 
i=l 
限 为 函数 /(x,y) 在 曲线 弧 工 上 对 弧 长 的 曲线 积分 或 第 一 类 曲线 积分 , 记 作 | feds 


| f(z ds = lim >) f&s) Аз; 
ГА А-0 {шу 


其 中 ,f(z,y) 称 为 被 积 函 数 ; L АЗДА; ds 称 为 弧 长 元 素 。 
注 : 


(D) 5 уб, у) 在 光滑 曲线 孤 卫 上 连续 时 ,对 弧 长 的 曲线 积分 | fayd 是 存在 的 。 
以 后 我 们 总 假定 fay) 在 L 上 是 连续 的 。 

(2) 当 丁 为 空间 曲线 时 ,完全 类 似 的 有 КОЕ = lim Ya. tas. 

(3) 如 果 工 (或 门 是 分 段 光 滑 的 , 则 规定 函数 在 二 (或 站 上 的 曲线 积分 等 于 函数 在 光 
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滑 的 各 段 上 的 曲线 积分 的 和 。 倒 如 设 工 可 分 成 两 段 光滑 曲线 弧 工 ; 及 工 ; , 则 规定 


Í favas = | Favas | f a. y)ds 
+ ГА 1, 
(4) 如 果 工 是 闭合 曲线 ,那么 函数 /(т,у) 在 闭合 曲线 L БК К.Е 
ф усэ. 
L 


根据 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 ， 曲线 形 构 件 的 质量 就 是 前 线 积分 | Седа 的 值 。 
其 中 ,pu(z,y) 为 线 密度 。 


对 弧 长 的 曲线 积分 的 性 质 也 与 定 积分 、 重 积分 非常 相似 ,下 面 仅 列举 几 个 ,读者 可 以 
把 其 余 的 性 质 补充 完整 。 
性 质 7-4-1 设 和 <: 为 常数 , 则 


En 


| [с\// (х,у) + c; g(z,y)]ds = “| суда + e | g(x,y)ds 
L L Е 
性 质 7-4-2 ” 若 积分 弧 段 工 可 分 成 两 段 光滑 曲线 弧 工 ;和 工 ; , WJ 
| reyd 一 |, ПОЯИ / Сс, у)дз 
{Ей 7-4-3 设 在 L Е С, у) ах, у), 
Глазов < | gwas 
特别 地 ,有 


|] f(r,y)ds «| | С, у) | ds 
L L 


性 质 7-4-4 BELES HL 的 长 度 , 则 | ла: = | а =з 


7.4.2 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 法 


结合 前 几 章 介绍 过 的 弧 长 元 素 的 计算 公式 ,我 们 很 容易 得 到 如 下 定理 。 

定理 7-4-1 Ü F(z,y) 在 曲线 弧 志 上 有 定义 且 连 续 ,L 的 参数 方程 为 x = фр), у = 
Pa) (a < / SRIEP pU) pa) 在 [a,8] 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 (2) 十 (7) Z 0, IJ 
MRR Syds 存在 , 且 


КО = [Tec yo Vo DFE Dd (<A (7-4-1) 

证 明 и. 

注 : 公式 (7-4-1) 表明 ,计算 对 狭长 的 曲线 积分 | (zwy)ds 时 ,只 须 把 ,ywds 分 别 转 
换 为 PDP, VE Е) dt, REA a 到 作 定 积 分 就 行 .值得 注意 的 是 ,这 里 转 
换 成 的 定 积分 下 限 a 一定 要 小 于 上 限 B。 

下 面 讨 论 几 种 特殊 情况 . 仅 列 出 结果 ,读者 可 以 自己 论证 一 下 。 

(1) 若 曲 线 工 的 方程 为 y 二 g(xz) (ar<). 
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V 
[æa = [flego] МЛ +02 (0) ах (7-4-2) 
(2) 车 曲线 工 的 方程 为 x 二 g(y) (с<у<4), 
а 
Гус = ес] Мф? (у) +14у (7-4-3) 


(3) 若 空间 曲线 卫 的 方程 为 zx 一 p(t),y 王 %O ,zx 二 w(1) (аа) , 则 
В 
Гусев = Гетеа) ро) 000) Ме? FPD Жо?) д (7-4-4) 


例 7-4-1 计算 | Vy ds, 其 中 , 工 是 抛物 线 y = 22 FE 000,0) SAA, D 之 间 的 一 
段 弧 。 
解 ” 如 图 7-4-2 所 示 , 曲 线 的 方程 为 y= (0 二 x 二 1), 因 此 
|, уа f m IT Gaze = f'e V1 + 42? dz 


1 
° 


1 1 4225271. 1 5 
[9 F 422) |: 12545 1) 


例 7-4-2 И ссуда, JEP L 39 ШЕЕ АВ 与 上 半 国 弧 BCA 组 成 的 半 
合 曲线 ( 见 图 7-4-3)。 


图 7-4-2 


解 ” 由 曲线 积分 的 性 质 知 
(+as = [сова | + 
而 直线 段 АВ 的 方程 为 y= 二 0( 一 a 三 x 三 a) ,所 以 ,由 公式 (7-4-2) 有 
КЕЕ = Г (= +0) М FO dr = Г хіх = 0 


又 上 半圆 弧 BCA 的 参数 方程 为 x 二 acost,y 二 asint (0л) , 故 由 公式 (7-4-1) 有 
фе (х + y)ds= [accost + sint) С asint)? + (acost)° dt 
BCA ° 


= a° [cos + sint)dt 
o 
= а? [sint — cost 15 = 2a? 


因此 j (z+ y)ds = 2a? 
L 


例 7-4-3 计算 曲线 积分 | Q +y +z )ds, 其 中 ,为 螺旋 线 工 一 acost,y 一 asint， 
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= 
z=kt 上 相应 于 上 从 0 到 达 2х 的 一 段 弧 。 

Ж EHRT EK r? ty +22 = (асоѕг)? + (asint)? + (kt) =а? +k t „ЗЕН. 
ds = y(— asint)? + (acost) + А dt = Va? + Е dt 


FE 
2x 
| ба + у# + «2045 = | (а? Ен) Ja TE М = 25 МАЗ Е (За? + 4а) 
Г. 0 


习题 7-4 
求 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 。 
(1) .> ds Juri L HAM = Rcost,y = Rsint(—a < t <a), 
(2) | Cz 十 y)ds, 其 中 ,为 连接 (1,0) 和 (0,1) 两 点 的 直线 段 。 
o$ (а + у®)"аз. 9,1. 为 圆周 x = Rcost, у = Rsint(0 < < 2л) (n 为 常数 ) 。 


(4) е7 ds JPL AAR z +y = RHR y = z É z 轴 在 第 一 象限 内 所 轩 
成 的 扇形 的 整个 边界 。 
(5) yz ds, н r HITR OABC ñi O(0,0,0),A(0,0,2), B(1,0,2),C(1,3,2), 


ш © 中 二 二 二 二 二 di 其 中 了 为 曲线 < = e cost, у = esintsz = e 上 相应 于 :从 0 变 


化 到 2 WBEM. 
"7.5 对 坐标 的 曲线 积 


7.5.1 对 坐标 的 曲线 积分 的 概念 与 性 质 


引 例 变 力 沿 曲线 所 做 的 功 。 

设 一 个 质点 在 zOy 14222] JJ Е(т.у)= Р(х. у) Qay) j 的 作用 ,从 点 A 沿 光 
滑 有 曲线 弧 工 移动 到 点 B, 其 中 函数 РО. у) ,Q(z,y) 在 L 上 连续 。 试 求 变 力 F(z,y) 所 做 
的 功 ( 见 图 7-5-1)。 

我 们 知道 ,如 果 力 下 是 恒 力 , 且 质点 从 点 A 沿 直 线 移动 到 
点 B, 那 么 恒 力 F 所 做 的 功 等 于 向 量 F 与 向 量 的 数量 积 , 即 
W=F- A 方 。 而 现在 F(z,y) 是 变 力 , 且 质 点 沿 曲 线 移动 , 故 不 
能 直接 用 以 上 公式 计算 所 求 的 功 。 然 而 ,可 以 借鉴 7. 4 节 用 来 
处 理 曲线 形 构件 的 方法 来 解决 这 个 问题 。 

先 用 有 向 曲线 弧 工 上 的 点 Mi Cris у). М, (zyy),…， 
MiCziyy-i) 把 工分 成 飞人 个 小 弧 段 . 取 其 中 一 个 有 向 小 弧 段 
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v 
M,-, M,3e2yrBr, H FM;- M,XG% m B. Ë 82 , nf AMA 192 ВМ, М, = (Ar: it (Ay) j 
来 近似 代替 它 。 其 中 ,Axi; 二 zi 一 zi-1,Ayi 二 yi 一 yi-1。 又 因为 函数 P(z,y),QCz,y) 在 工 


上 连续 ,可 以 用 M;-:M: 上 任意 取 定 的 一 点 (和 六) 处 的 力 
ЕСЕ.) = Ppi + REg 


KRUIE EA RAEI. REE F у) Е É EEM,- М, БТ} ЇЇ] AW, 
可 以 近似 等 于 恒 力 FCE ЙК БЕМ, 所 作 的 功 , 即 
AW, = Е(& эл) * MaM; = Pg) Ат; HG уз Ау; 
于 是 , 变 力 F(z,y) 在 有 向 曲线 弧 AB 上 所 做 的 功 近似 为 
W= Zaw: ~ Ура, m) Ах; HEN) Ay] (7-5-1) 
最 后 , 令 和 表示 这 个 个 小 弧 眉 长 度 的 最 大 值 。 当 4>0, 公 式 (7-5-1) 右 端的 极限 如 果 
存在 , 则 这 个 极限 就 自然 被 认为 是 变 力 F(z,y) 在 有 向 曲线 弧 AB 上 所 做 的 功 的 精确 值 , 即 
W= lim DPE Ar; + Q(E ,mn)Ayi] 


这 种 和 的 极限 在 研究 其 他 问题 时 也 经 常会 遇 到 ,现在 引出 如 下 定义 。 
定义 7-5-1 设 工 为 zOy 面 内 从 点 A 到 点 B 的 一 段 有 向 光滑 曲线 弧 , RX PCy), 
Q(z,y) 在 L 上 有 界 。 在 L 上 沿 L 的 方向 任意 插入 一 个 点 列 Mi C syi) ,Ms(zs yz)，… 


M,a (zi y) ,把 工分 成 4 AA IBM,- M; G=1,2,= n; М =A, M, =B), i 
ATS Xi Ti- AYT Yi T Yi- siop HMM; 上 任意 取 定 的 点 , 当 各 小 弧 段 长 度 的 最 大 
одсео, Аа > PCE Ал, 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 PCx,y) 在 有 向 曲线 上 对 
坐标 x 的 曲线 积分 , 记 作 | Рос, уйг.) 
КО = im PE sq) Az; 
类 似 地 ,如 果 极 限 lm > Qc эз) Ay, 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 Q(x,y) 在 有 向 曲线 工 
上 对 坐标 y 的 曲线 积分 , 记 作 | Q(z,y)dy, l 


Гес.» = lim 706 p) Ay: 


其 中 ,PCz,y),QCzyy) 叫 作 被 积 函数 , 工 叫 作 积分 弧 段 。 

对 坐标 的 曲线 积分 也 称 为 第 二 类 曲线 积分 。 

设 卫 为 空间 内 一 条 光滑 有 向 曲线 ,函数 PC(z,y:z),QCz,y'z),RCz,y'z) 在 也 上 有 定 
义 且 有 界 , 作 如 下 定义 (假如 各 式 右 端 的 极限 存在 ) : 


| P (z.y,z)dz = lim X P(E элу, ) Ал; 
г А-0 1 
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L = 
[Rsa = lim) RE q G) Ay: 
20 i=1 


[Rya = lim D RCE зу, Ае, 
0 ;=1 
在 应 用 上 ,经 常 把 对 坐标 的 曲线 积分 表示 成 如 下 简写 形式 : 
| Руда + | Q(z, у)ау = Í Р(х,у)ах +Q(xz,y)dy 
L E 1. 
也 可 以 写成 向 量 形式 
| F(x,y)» dr 
L 
JerB,F(z,y) = P(z,y)i+Q(z=,y)j,dr = dzi + dyj , 
类 似 地 ,把 | 了 (zyyyz)dz +Í Q(z.y.)dy + | R(zr,y,z)dz 简写 为 
Е" Р т 


| Р(х,у,<)&4х +Q(z,y,z)dy+ R(z,y,z)dz 或 | Асу, . dr 
Г Е 


其 中 ,A(x,y,z) = Р(х,у,х) +Q(z=,y,z)j + R(z=,y,z)k,dr = ахі + дуў + dzk. 
这 样 , 引 例 中 讨论 的 变 力 所 做 的 功 为 


W= |P ydr + Осе. у)ду 或 W= 7 “dr 


类 似 地 ,对 坐标 的 曲线 积分 也 有 相应 的 性 质 , 下 面 仅 列举 几 个 ,读者 可 以 比照 对 弧 长 
的 曲线 积分 的 性 质 。 
性 质 7-5-1 ”如 果 有 向 曲线 弧 工 可 以 分 成 两 段 光滑 曲 线 弧 工 ， 和 工 ; , 则 


[Paet аду = |, Pdr+Qdy+|, Paz + Qay 
性 质 7-5-2 设 工 是 有 向 曲线 弧 ,L- 是 与 方向 相反 的 有 向 曲线 弧 , 则 
| Реке Сену) = | Pwdrt Осе, уду 
注 ; 对 坐标 的 曲线 积分 ,必须 注意 积分 弧 段 的 方向 。 


7.5.2 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 


定理 7-5-1 设 P(z,y)、Q(z,y) 是 定义 在 光滑 有 向 曲线 工 :z 二 pg(1),y 一 J(1) 上 的 连 
续 函 数 , 当 参 数 1 单调 地 由 a 变 到 B 时 ,点 M(z,y) 从 工 的 起 点 A 沿 工 运动 到 终点 也， 
Ф) POTEVI a 和 8B 为 端点 的 闭 区 间 上 具有 一 阶 连续 导数 ,上 且 р?) + 20) A 0, W 


线 积分 | Руа 十 Q(z,y)dy 存在 , 且 


| .Pepart QC. ay = [Иреш ое ао + Гес) yD а) а 
(7-5-2) 

证 明 и. 

Ж: TER a 对 应 于 上 的 起 点 ,上 限 B 对 应 于 工 的 终点 ,a 不 一 定 小 于 有 。 

公式 (7-5-2) 容 易 推 广 到 空间 曲线 Г. = Фф) у= (0) ,zx 一 w(0O) 的 情形 。 
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| Plz,y,z)dri+ Q(z,y,z)dy+ R(z,y,z)dz 
r 


B 
= | (PLEDD PA 000) 1 б) HLD ,0) оС) 1р CD 


+R[gG) ,p00) wt) Jw Со) аг (7-5-3) 
其 中 ,a 对 应 本 的 起 点 ,8 对 应 卫 的 终点 。 


例 7-5-1 计算 | yde 十 zdy, 其 中 L 为 圆周 x = acost,y = asint 上 对 应 于 上 从 0 到 
的 一 段 弧 。 
解 由 公式 (7-5-2) 可 得 
| yde + а= | [asint * (acost)” + acost(asint)’ Jdt 


E 2 © 2 
= Ѓ cos2tdt = Ст [вїп2/]4 = 7 


例 7-5-2 计算 | yzdz. 其 中 了 分 别 为 如 下 虹 线 和 线段 ( 见 图 7-5-2): 


СТ) 按 逆 时 针 方 向 绕 行 的 上 半圆 周 22 Hy’ =a; 
(2) 从 点 A(a,0) 沿 工 轴 到 点 了 (一 a,0) 的 直线 段 。 
解 (1) 工 的 参数 方程 为 x 二 acos0,y 王 asin9,0 从 0 变 到 ,因此 


[уа fe ѕіп20С— asin) 40 = a° Га сов?) созӣ =— 14° 
ГА o o š 
(2) L 的 方程 为 y=0,z 从 a 变 到 一 a。 因 此 
ta. = | "asa, = 
[5 ах | 0dr = 0 
例 7-5-3 计算 | 2zydz 十 zdy, 其 中 分别 为 如 下 3 条 前 线 ( 见 图 7-5-3)， 


(1) 抛物 线 y= 上 从 0(0,0) 到 B(1.1) 的 一 段 弧 ; 
(2) WHR = у 上 从 O(0,0) 到 B(1.1) 的 一 段 弧 ; 
(3) 从 O00,0) 到 A(1,0), 再 到 B(1,1) 的 有 向 折线 ОАВ. 


B(-a,0) A(a.0) u 


7-5-2 


E (1) 工 :y 二 x?,zx 从 0 变 到 1。 所 以 
[aya + ay = | ez sz 二 zx。2z)dz=4 Гаа = 1 
° ° 
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= 
(2) L:x=y7,y 从 0 变 到 1。 所 以 

[aye + ay = foy * y+ 2y + y)dy = s | yay ==} 
(3) ОА:у=0,2 M 0 ЖЕ] 1; AB:z=l,y 从 0 变 到 1。 


| 2zvdr+ zidy= | 2zydz + dy + | 2zydz + z° dy 
L ол АВ 


1 1 
= | cz:o+z 0dz+| (2y + 0+1)4у = 0+1=1 
ë è 


从 例 7-5-2 和 例 7-5-3 可 以 看 出 ,虽然 两 个 曲线 积分 的 被 积 函 数 相同 ,起 点 和 终点 也 
对 应 相同 ,但 是 沿 不 同 路 径 得 到 的 积分 值 可 能 不 相等 ,也 可 能 相等 。 这 一 现象 并 不 偶然 ， 
在 7.6 节 还 将 进一步 讨论 。 

例 7-5-4 计算 | zx?dz 十 zdy 一 ydz, 其 中 TARER = k0,y = acos0,z = asin0 上 
对 应 0 从 0 到 的 一 段 弧 。 

解 由 公式 (7-5-2) 可 得 


[=a 十 xdy 一 ydz 一 frao * k + asin0 。( 一 asin0) — асоѕ0 • асоѕ0 140 
° 


Гое aao к dx 
例 7-5-5 BARRE МС, уз | JJ F ERF 的 大 小 与 M 到 原点 O 的 距 
离 成 正比 ,F 的 方向 恒 指 向 原点 。 此 质点 由 点 Аа Оу: 02 =1 按 逆 时 针 方向 移 
动 到 点 B(0,0) RH F ID W. 
É 椭圆 的 参数 方程 为 zx 一 acost,y 一 0sint,! 从 0 EAS. 


r=OM==i+yj, F=k:|r|. (т) +әр 
其 中 ,>0 是 比例 常数 。 于 是 


w [ыр 。 dr j= kxdx — kydy ПРЕ F уду 
АВ АВ АВ 


> r x 
=— k | (— а? costsint + b’ sintcost) dt 
° 


= kla — B) | sintcosrar = аз 6) 


0 


7.5.3 两 类 曲线 积分 之 间 的 联系 


y=g%G@ 


=) 
设 有 向 曲线 弧 Lf ”的 起 点 A 和 终点 B 分 别 对 应 参数 a,b, 不 妨 设 a 二 b( 也 可 


设 a 二 5b, 此 时 令 ;二 一 4,A fll B 分 别 对 应 参数 ;二 一 a 和 :二 一 5b, 将 下 面 的 讨论 针对 参数 s 
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V 


进行 亦 可 ) ,并 设 P(z,y) ,Q(z,y) 在 L 上 连续 ,gpg(1),y(1) 在 [a,5] 上 具有 一 阶 连续 导数 ， 
HR g (0) 十 WW? (1) 关 0。 我 们 知道 ,向 量 T 二 (yg (71),y (7)) 是 曲线 弧 工 在 点 M(g(1),y(1)) 
处 的 一 个 切 向 量 , 它 的 指向 与 参数 1 的 增长 方向 一 致 。 当 a6 时 ,这 个 指向 就 是 有 向 曲 
RILL 的 方向 。 于 是 ,有 向 曲线 弧 工 的 切 向 量 了 的 方向 余弦 为 


cosa p ， cos A 
VP D HPO Мф?) +ф? 0) 


由 对 弧 长 曲线 积分 的 计算 公式 (7-4-1) 得 
|: [P(z.y)cosa + Q(x,y)cosBlds 


РГ, ol tl (0), 2 
-FI а Мф?) +4? (zy ва Мф?) FE (0) 


x уф?) + 0° G di 


= [`{РГесо,ф оу O HADOW Od 


= КОЮ + О‹т,у)ду 
因此 ,平面 曲线 世上 的 两 类 曲线 积分 之 间 有 如 下 联系 : 
| Pu 十 Qdy = | (Peosa + Qeospas (7-5-4) 


HP alr, у) B у) УЖ Їй] ERIE L FE Сс. у) Ab АЛ п] Ht ñ Jy e) fü o 
类 似 地 ,空间 曲线 厂 上 的 两 类 曲线 积分 之 间 有 如 下 联系 : 


| Paz + Qdy + каг = | ¿cosa + Осоз@+- Reos)ds (7-5-5) 


其 中 ,a(z,y,z),B(z,y,z),Y(z,y,z) 为 有 向 曲线 弧 醋 在 点 (x,y,x) 处 的 切 向 量 的 方 
向 角 。 


习题 7-5 


1. 计算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 。 
(1) [заета дт. 为 点 (Ca,0) W БИА Hy = a° 到 点 (一 a,0) 的 一 段 弧 。 


(2) | жуйе, ир. 为 抛物 线 y? 一 工 上 从 点 A(1, 一 1) 到 点 В(1.1) 的 一 段 弧 。 


Of, SEDET GD дин, э t +? = ас СВ НОУТ). 


(4) 计算 | zrdze 十 3zy*dy 一 zydz, 其 中 ,了 是 从 点 A(3,2,1) 到 点 O(0,0,0) 的 直线 
E: AO, 
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v 


(5) ф dr—dy+ yde JEt r AA HITR ABCA „A,B,C 三 点 坐标 为 AG1,0,0),B(0， 
1,0) .С(0.0,1). 
?, 把 对 坐标 的 曲线 积分 | PCz,y)dz 十 Qtz,y)dy 转 换 为 对 弧 长 的 曙 线 积分 ,其 中 


分 别 为 如 下 曲线 。 
(1) 在 хОу 面 内 沿 直线 从 点 (0,0) 到 点 (1,1); 
(2) 在 хОу 面 内 沿 抛物 线 y =° 从 点 (0,0) 到 点 (1,1) 。 


“7.6 格林 公式 及 其 应 用 


7.6.1 格林 公式 


在 一 元 函数 积分 学 中 ,牛顿 一 莱 布 尼 艾 公式 | F'Cz)dz = FO 一 FCa) 表示 : Fa) 


在 区 间 [a,5] 上 的 积分 可 以 通过 它 的 原 函 数 F(x) 在 这 个 区 间 端 点 上 的 值 来 表达 。 下 面 介 
绍 另 一 个 重要 公式 一 一 格林 公式 , 它 告诉 我 们 ,平面 闭 区 域 D 上 的 二 重 积分 可 以 通过 沿 
闭 区 域 D 的 边界 曲线 L 上 的 曲线 积分 来 表达 。 

首先 介绍 平面 单 连通 区 域 的 概念 。 设 D 为 平面 区 域 ,如 果 D 内 任 一 闭 曲线 所 围 的 部 
分 都 属于 DWEK D 为 平面 单 连 通 区 域 ,否则 称 为 复 连 通 区 域 。 通 俗 地 说 ,平面 单 连通 区 
域 就 是 不 含有 “ 洞 ”( 包 括 点 “ 洞 ”) 的 区 域 , 复 连通 区 域 就 是 含有 “ 洞 ”( 包 括 点 “ 洞 ”) 的 区 域 。 
例如 ,平面 上 圆 形 区 域 ((z,y) 1x 十 y* 二 4)、 左 半 平 面 {(x,y)|1zx 一 0) 等 都 是 单 连通 区 域 ， 
圆 环形 区 域 {(x,y)14 二 x? 十 y: 二 9)、{(z,y)10 二 x 十 y* 二 1) 等 都 是 复 连通 区 域 。 

对 平面 区 域 D 的 边界 曲线 工 ,我 们 规定 工 的 正 向 如 下 : 当 观察 者 沿 工 的 这 个 方向 行 
走时 ,D 内 在 它 近 处 的 那 一 部 分 总 在 它 的 左边 。 例 如 ,D 是 由 边界 曲线 工 .2 和 /1s 围 成 的 
复 连通 区 域 ( 见 图 7-6-1) ,作为 万 的 正 向 边界 , 的 正 向 是 道 时 针 方 向 ,而 A 2 的 正 向 
则 是 顺 时 针 方 向 。 

定理 7-6-1( 格 林 定 理 ) BAKI D 由 分 段 光滑 的 曲线 工 围 成 ,函数 РО. у) Ж 
Q VED 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 有 


Je w Раду = $ Pdr +Qdy (1-6-1) 
D 


дт ду 


其 中 忆 是 DD 的 取 正 向 的 边界 曲线 。 公 式 (7-6-1) 称 为 格林 公式 。 
证 明 仅 就 DD 既是 X 型 区 域 的 又 是 Y 型 区 域 情 形 进 行 证 明 。 如 图 7-6-2 所 示 , 作 


为 X 型 区 域 ,D 可 表示 为 :a<z<b,g (z) уф (z), 因为 宛 连 续 ,所 以 由 二 重 积分 的 
计算 法 有 


Í S dedy ү Peay) а, = ua Бре; (91742 
IE Е i 


по? ду 
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图 7-6-1 


另 一 方面 ,由 对 坐标 的 曲线 积分 的 性 质 及 计算 方法 有 
中 Pdz= | ，Pdz 十 [раг + Í Pdr + [РФ 


= [ Рах + Í Рах = [Ше сав а Рес) 
1 z a 


= [pe,mco] 一 PELewco]idz 


др — iB | 
=i Pad =f Par (7-6-2) 
XH T D h: YPK 7-6-2), ЖНА К FDAE H 1л:х=ф (y) , i ARI 
EBCF 为 L;:z= ds (у). D жк :с«у<а,ф (у) «аф (у). Р 


II S Qar dy Í Aa Saar]dy [чо C). y] —Q[Aó (у), у])4у 


ao дх 


= [о dy = $ Qay (7-6-3) 
ц ц L 

H T. D & X 型 区 域 的 又 是 Y 型 区 域 的 ,所 以 式 (7-6-2) 和 式 (7-6-3) 同 时 成 立 ,两 
式 合 并 即 得 公式 (7-6-1)。 至 于 DD 为 一 般 情 形 的 区 域 ,只 要 在 D 内 引进 一 条 或 几 条 辅助 
曲线 就 可 以 把 D 分 成 有 限 个 闭 区 域 ,使 得 每 个 闭 区 域 都 既是 X 型 区 域 的 又 是 Y 型 区 域 
的 ,再 稍 加 讨论 即 可 ,请 读者 自己 补充 完整 。 证 毕 。 

Ж. 对 复 连通 区 域 刀 ,格林 公式 右 端 应 包括 沿 区 域 也 的 全 部 边界 的 曲线 积分 , 且 边 界 
的 方向 对 区 域 D 来 说 都 是 正 向 的 。 

下 面 说 明 格 林 公 式 的 一 个 简单 应 用 。 设 区 域 D 的 边界 曲线 为 工 , 取 Р=—у.О=х. 
则 由 格林 公式 得 


2[агау = 中 > ау = ух 
р 
从 而 区 域 D 的 面积 为 


A = [azas = 4$ xdy— yaz (7-6-4) 
L 
D 


256 ”大 学 数学 ( 微 积分 ) 
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类 似 地 ,有 4= 中 zdy 或 A=-$ yde 
例 7-6-1 RRR += acos0.y=)bsin0 所 围 成 图 形 的 面积 A 
解 由 公式 (7-6-4) 得 

1 


2х 2х 
А = 1$ xdy— ydr = 3 (abcos’0 + absin’0)d0 = Ж | 40 = xab 
21; 2), 2 ° 


例 7-6-2 计算 yay 一 zydz, 其 中 , 工 为 正 向 贺 周 xz? 十 y = R, 


解 、 设 所 围 成 的 区 域 为 ,这 里 P= y Qr FER Ee р 
上 应 用 格林 公式 得 
ф "а a’ ydx [е Hy) dzrdy Pa pap = =R: 
D 
例 7-6-3 设 工 是 任意 一 条 分 段 光 滑 的 闭合 曲线 ,证明 
$ 2zydz 十 zzdy 王 0 


证 明 设 工 所 围 成 的 区 域 为 忆 , 这 里 P=2ry: Q= WI- P= 21—220, M 


在 D 上 应 用 格林 公式 得 


j 2хуёх + z°dy =+ Гоага = 0 
d D 
证 毕 。 


例 7-6-4 计算 四 =з» 其 中 , 为 一 条 无 重点 、 分 段 光 滑 且 不 经 过 原点 的 连续 


闭合 曲线 ,L 的 方向 为 道 时 针 方向 。 
解 记 世 所 围 成 的 闭 区 域 为 卫 , 令 P= -Q= = z | IJ z? + y2 20 时 ,有 
у > 
29 у — a? Әр 


ər (tyr E Iy 
40,0 ED 时 ,在 D 上 应 用 格林 公式 得 
$ хау = ydr 
ы “+ 
40,0 ED и. Р 1:22 + =, (2220), р / ñj Jr l ОЕ yle), 
ЛЕШ 1, Ж! 围 成 了 一 个 复 连通 区 域 D,( 图 7-6-3) 上 应 用 格林 公式 得 


j хау = уйл ф хау — уйх 0 
L +y 1 х? +? 


= 0 


故 


j хау = ydr j хау = ydr С т? аав. 六 sin°0 gg 2x 
L [ w 


х Jy 2? у? ° 
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7.6.2 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 及 二 元 函数 的 全 
微分 求 积 


在 许多 物理 问题 中 , 常 遇 到 保守 力 场 , 即 场 力 对 物体 所 做 的 功 与 物体 移动 的 路 径 无 
关 , 而 仅 与 物体 的 起 始 位 置 与 终止 位 置 有 关 。 这 个 问题 反映 在 数学 上 就 是 曲线 积分 与 路 
径 无 关 。 设 G 是 一 个 开 区 域 ,P(z,y) 及 Q(z,y) 在 G 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 。 如 果 对 于 
G 内 任意 指定 的 两 个 点 А,В 以 及 G 内 从 点 A 到 点 B 的 任意 两 条 曲线 Li ,Ls( 见 图 7-6-4)， 
等 式 


| Pdz 十 Qdy = | Рах + Оду 
L, Li 


恒 成 立 ,就 说 遇 线 积分 | Pde Qdy 在 G 内 与 路 径 无 关 , 和 否则 便 是 与 路 径 有 关 。 


没 曲线 积分 | ,Pdz + оду 在 G 内 与 路 径 无 关 ,L, 和 L, 是 G 内 任意 两 条 从 点 A 到 点 
B 的 曲线 , 则 有 
Pdz + Qdy = |, Рах + Оду 


| 
ef Pdz 十 Qdy 三 一 |. Рах + Оду 
| 


е Я Рах + Оду + Ë Pdz 十 Qdy = 0 
Li 2 
өф _Рах + Qdy = 0 
Лан 


其 中 ,Li 十 Lz ГАИ А НА АНАН, MRR | Pdz 十 Qdy 在 G 内 与 路 径 


无 关 相 当 于 沿 G 内 任意 闭合 曲线 C 的 前 线 积分 Pdr 十 Qdy = 0, 


读者 可 能 也 注意 到 二 元 函数 (zx,y) 的 全 微分 为 de 一心 dz 十 必 dy。 表 达 式 PCz,y)dz 十 
Q(z,y)dy 与 函数 的 全 微分 有 相同 的 结构 ,但 它 未 必 就 是 某 个 函数 的 全 微分 。 那 么 在 什么 
条 件 下 表达 式 P(z,y)dz 十 QCz,y)dy 是 某 个 二 元 函数 u(z,y) 的 全 微分 呢 ? 当 这 样 的 二 
元 函数 存在 时 怎样 求 出 这 个 二 元 函数 呢 ? 

定理 7-6-2 设 G 是 一 个 单 连通 区 域 ,函数 P(z,y) 及 Q(z,y) 在 G 上 具有 一 阶 连续 
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А 
偏 导数 , 则 下 列 四 个 条 件 互相 等 价 ， 
CD 沿 G 内 任意 分 段 光 洪 闭 合 曲线 C 有 中 Pdz 十 Qdy 一 0 


(2) WN G 内 任意 分 段 光滑 并 线 工 ,| Pde + Qdy 与 路 径 无 关 , 只 与 工 的 起 点 和 终点 
有 关 ; 

G) Рах + Qdy 是 G Ж и Со. у) 的 全 微分 , 即 在 G 内 有 du = Рах + Оду; 

w 在 G 内 恒 有 E = 20, 

gy ox 
证 明 0)>02): 显然 。 
(2)=>(3): Ё Mo(zo,yo) 为 G 内 某 一 定点 ,M(xz,y) 为 G 内 动 点 ,考虑 如 下 函数 : 
и(х,у) = ам Р(х,у) 4х + Q(xz,y)dy (7-6-5) 
因为 曲线 积分 与 路 径 无 关 ,于 是 可 以 选用 平行 于 坐标 轴 的 特 
殊 路 径 ( 见 图 7-6-5) 来 计算 u(xz,y)。 
u(z,y)= E ,PCzyy)dz 十 QGzyy)dy 


о'Уо 


= ji Q(> s y)dy + |. Р(х,у)ах 


所 以 ， s: 一 zF Q(xz,.y)dy+ 3 |" Р(х,у)ах = Р(х,у) 图 7-6-5 


дт 
кени, ч, 从 而 du = Раг +Qdy, Bl Раг + Qdy 是 函数 w(zyy) 的 全 
微分 。 
(3)=>(4): 由 du 一 Pdz 十 Qdy #99 PCr, y) y) 53-002, y), Р 


ӘР _ ди _ a9Q 
ay Әхду дт 


(4) 一 (1) ， ES 29 9098—52 0, 由 格林 公式 ,对 任意 闭 曲线 C, 有 
— ji e R A ._ 
ва +94 ile E Jazdy =0 


证 毕 。 
注 : 定理 7-6-2 要 求 区 域 G 是 单 连通 区 域 , 且 函数 P(r,y) 及 Q(z,y) 在 G 上 具有 一 
阶 连续 偏 导 数 。 如 果 这 两 个 条 件 之 一 不 能 满足 ,那么 定理 的 结论 不 能 保证 成 立 。 


例 7-6-5 计算 || 2zydz 十 zx*dy, 其 中 ,L 为 抛物 线 y = 2° EA O(0.0) #J B(1.1) 的 
ви. 
解 хшР=?зу.0= a AAGE = эт = 2z 在 整个 zOy MARRY EER 


92 


абу 面 内 ,积分 | 2zydz + dy 与 路 径 无 关于 是 由 图 7-6-6 可 得 
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V 
1 

| 2zydz + х*ду =Í 2zydr + dy + Í 2zydzr 十 zzdy =f 14у = 1 
L ол АВ ° 


例 7-6-6 ЕЛҮ 于 下 在 有 半 平面 (z>0) 内 是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 求 出 一 
样 的 函数 。 


解 这 里 了 一,Q 一 二 天 ,因为 在 有 半 平面 内 恒 有 3 一 [半生 区 


Эх (а?у ду 


以 在 右 半 平面 内 ,zdy 一 >4z 是 某 个 函数 的 全 微分 。 取 积分 路 线 为 从 A(1,0) 到 B(z,0) 再 


z +y 2 
到 CCz,y) 的 折线 ( 见 图 7-6-7), 则 由 公式 (7-6-5) 得 所 求 函 数 为 
| [69 хау—уйт 
“G= |, ару? 
хау = ух 
іу? 


> 
arctan Я arctan У 
T Jo T 


040 SO 


图 7-6-6 图 7-6-7 


注 : 例 7-6-6 如 果 在 整个 平面 内 来 讨论 ,将 不 成 立 。 读 者 可 以 思考 一 下 为 什么 (zo， 
yo) 不 取 (0,0) 。 


习题 7-6 


1. 利用 曲线 积分 计算 星 形 线 r=a cost, y=a sin: 所 围 图 形 的 面积 。 
“2. 利用 格林 公式 计算 下 列 曲线 积分 。 


o$ (ez 一 y 十 6)dz 十 (arcsiny 十 3z 一 4)dy, 其 中 .为 三 顶点 分 别 为 (0,0),(3,0) 
和 (1,2) 的 三 角形 正 向 边界 ; 
3 2 2 
оф í 十 3y 十 zjdz 二 (е Hay? 十 2z)dy, 其 中 ,为 正 向 机 加 周二 十 号 = 1; 


(3) 中 (zsycosz 十 2zysinr 一 yer)dz 十 (zssinz 一 2yer)dy, 其 中 ,为 正 向 星 形 线 
л. 


z$ +y? = až (a > 0); 


(4) | (е"ѕіпу — ту) х + le cosy— mdy. P .m 为 常数 ; 工 为 点 A(a,0) 沿 上 半圆 
Ја 
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周二 十 yx? = ах 到 点 0(0,0) 的 一 段 弧 。 
3. 验证 下 列 曲线 积分 在 整个 rOy 面 内 与 路 径 无 关 , 并 计算 积分 值 。 


2,3 

(1) | G Hydr + (z — y)dy; 
эл 
ERY 

wf (6zy° — у?)іх + (6x° y — 3zy2)dy; 
а,» 
3.0) 

wf (х* + 4zy')dz + (бху? — 5y')dy; 
C2-D 


CD | pade + pody 其 中 ,p(x) ,p(y) 具 有 一 阶 连 续 偏 导数 。 


4. 验证 下 列 P(rz,y)dr 十 Q(z,y)dy 在 整个 xOy 面 内 是 某 一 函数 w(x,y) 的 全 微分 ， 
并 求 出 一 个 这 样 的 函数 w(z,y)。 

(1) (z 十 2y)dz 十 (2z 十 y)dys 

(2) xy drta’ уду; 

(3) 2zydz 十 zzdy; 

(4) (а +2xry— у*)4ах+(х*—2ху— y)dy. 

5. 设 有 一 变 力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 X=z 十 史 ,Y 一 2zy 一 8, 该 力 确定 了 一 个 力 场 ， 
证 明 质点 在 此 场 内 移动 时 , 场 力 所 做 的 功 与 路 径 无 关 。 


无 穷 级 数 


无 穷 级 数 是 高 等 数学 的 重要 组 成 部 分 , 它 是 表示 函数 ,研究 函数 性 质 以 及 进行 数值 计 
算 的 一 种 重要 的 数学 工具 ,在 电学 、 力 学 及 计算 机 辅助 设计 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 。 本 章 
首先 介绍 无 穷 级 数 的 概念 和 性 质 , 然 后 论 常数 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 ,在 此 基础 上 
介绍 函数 项 级 数 的 有 关内 容 ,并 由 此 得 出 寡 级 数 的 一 些 最 基本 的 结论 和 初等 函数 的 震级 
数 展开 。 


8.1 常数 项 无 穷 级 数 的 概念 和 性 质 


8.1.1 无 穷 级 数 的 概念 


在 初等 数学 中 遇 到 的 都 是 求 有 限 项 之 和 的 问题 ,但 在 某 些 实际 问题 中 需要 求 无 穷 多 
项 之 和 。 


例如 分 数 二 ,写成 循环 小 数 为 0. 3. 


ч 3 3 3 
+€ ) 0. ( | ое | 
0. 3 = 0.3+0.03+0.0034 107 100 + 1000 


定义 8-1-1 设 有 数列 ur stiz suz ,zx ДБК 


ш Би Биз Foo Fuss 或 Уу 
п=1 


称 为 数 项 级 数 或 无 穷 级 数 .简称 为 级 数 。 其 中 u ,us ,ua ,…: 称 为 级 数 的 项 ,ww 称 为 一 般 项 
或 通 项 。 当 级 数 的 各 项 均 为 常数 时 ,此 级 数 称 为 常数 项 级 数 。 
需要 指出 的 是 ,作为 级 数 定义 的 和 式 ,实质 上 是 一 个 形式 和 ,因为 无 法 实现 无 穷 多 个 
数 相 加 。 那 么 应 如 何 理解 无 穷 级 数 中 无 穷 多 个 数 相 加 呢 ? 
定义 8-1-2 设 级 数 > ww 的 前 ”项 之 和 为 S。, 即 
S, = u + us + us + ** + u, 
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称 S, HA D u, 的 部 分 和 。 当 ==1,2,3,… 时 , 则 得 到 一 个 部 分 和 数列 
n=1 
S, = щ,95, = 二 ur S, = 十 wz 十 us 十 十 ws， 


数列 {S,} 称 为 级 数 Fie 的 部 分 和 数列 。 


定义 8-1-3 若 部 分 和 数列 {S， } 的 极限 存在 , 即 
limS, =S 


则 称 级 数 Ула, at, 并 称 极 限 值 S жай Уи. tiefe Du = = S; 若 部 分 和 数列 {S 


п=1 


的 极限 不 存在 ， WEBE D u 发 散 , 发 散 级 数 没 有 和 。 


定义 8-1-4 PUETA 级 数 的 和 S 与 其 前 n 项 部 分 和 5S, 之 差 , 称 为 级 数 的 余 
项 , 记 作 r, BI 
r, = S— S, = u, F иы + *** 
由 于 


limr, lim (5 S,) limS limS, S—S=0 
Jr Ly СП th И O 22. 
例 8-1-1 讨论 等 比 级 数 (也 称 几何 级 数 ) 


Ya" а+ад +ад? +" Бад +, а 50 
ОЕТ 
解 ” 如 果 АЙЕЛ АШ n Jü ЕД 
S, = a +aq +ад? +++ ач"! = == 
За Ht hF limg' 一 0, 所 以 


limS, 一 


00 


此 时 级 数 收敛 , 且 其 和 为 Se 


*4|q|>1 时 ,由 于 limg" 二 中, 所 以 ， 
== 
此 时 级 数 发 散 。 

如 果 |g| 二 1, 则 可 分 两 种 情况 讨论 。 

(1) 4 q=1 时 ,级 数 变 为 


atat etate 
则 S, 一 ma'limS, 一 ,此 时 级 数 发 散 。 
(2) "4 q=—1 时 ,级 数 变 为 
aaa 


第 8 章 ”无 穷 级 数 263 


MJ = п 为 偶数 


a nn 为 奇数 
所 以 部 分 和 数列 {5S,} 的 极限 不 存在 ,此 时 级 数 发 散 。 


综 上 可 知 , 当 |g| 二 1 时 ,等 比 级 数 Уа 


70; 当 141 之 1 时 ,等 比 
级 数 》 adgr: 发 散 。 
例 8-1-2 判别 级 数 (+ ) шаш. 


йо ”由 于 级 数 > (37 是 等 比 级 数 , 公 比 为 4 一 二, 即 | q |< ядан [+ ]' 
收敛。 


例 8-1-3 ”判别 级 数 > 的 敛 散 性 。 


A, 


APEE ORE Е 
ш Шш = с Кт п 8 


13. (i 1 L уа 1 
s, ( г su Т) +6 =н) т 
| 
而 limS, =lim (1 a 1 
所 以 级 数 收敛, 其 和 为 S==1。 
例 8-1-4 “证 明 调和 级 数 1 十 寺 十 寺 十 … 十 二 十 … 是 发 散 的 。 
WERA ТЕЕ a аднае, 
设 Лб) аа), f 00) 1 = = 了 和 >0(z 之 0), 由 此 可 知 /(z) 在 [0, 十 c=) 
为 增 函 数 ;又 /(0)==0, 当 xz 宇 0 时 ,f(z) 宇 1(0)=0, 即 zx 一 ln(1 十 x) 宇 0, 也 即 == In(z+1), 
ТТ A ИВЕ С -起 和 有 
Ф 21.0.1 ERAERE 
122 1а(1+1) = 12 


1 3 
= >> tl 
2 > (1 ) In 2 


相 加 得 


& 二 
2 3 п 2 8 n 


є nool Лаби 12—95 ED S. 一 十 =, 故 调和 级 数 >) 二 发 散 。 
证 毕 。 
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8.1.2 数 项 级 数 的 性 质 

根据 无 穷 级 数 伍 散 性 的 概念 及 有 关 极限 运算 法 则 ,很 容易 得 出 级 数 的 下 列 性 质 。 
性 质 8-1-1 车 级 数 > и, 收敛 ,其 和 为 S, 则 级 数 > ku, 也 收敛 ,其 和 为 AS。 
证 明 设 Ylu 5 Ули, 的 部 分 和 分 别 为 S, 与 MI 


limo, = lim(#u, + kuz А + ku) = k lim (u, + uz + * + un) 


= k limS, = AS 
这 表明 级 数 > ku, 收敛 , 且 和 为 AS。 证 毕 。 


性 质 8-1-2 车 级 数 Ylu, 与 > ou 分 别 收敛 于 S; 和 S,, 则 > си, Eu) (B, RJ 
和 为 Si 士 S,, 即 


Sa = Swa 5 = S, + 5, 
n=l п=1 n=l 


证 明 设 Dun, Dw, Ы D Cen E on) 的 部 分 和 分 别 为 S,,0,,5,, 则 


limt, = lim[ Ga +u) + (из + ш») + +++ (u, Бъ, ) ] 


ee Hin) + @ю, +o +- = 0,00] 


lim[ Ga Fu 
一 lim(S, +о„) = S, + S, 
证 毕 。 
性 质 8-1-3 在 一 个 级 数 中 去 掉 或 添加 有 限 项 ,不 改变 级 数 的 敛 散 性 ,但 一 般 会 改变 
收敛 级 数 的 和 。 
1 


“L aE SET SSS 


1 Р 1 
ар 十 … 是 收敛 的 ,级 数 10000+-— + 


1 1 


1 1 1 1 
2e 373 e Д сету +“ 是 收敛 的 ,级 数 3 ° ГЫТ ° тет а е. 
Ж. 
证 明 и. 


性 质 8-1-4 ”如 果 级 数 Da 收敛 , 则 对 该 级 数 的 项 任意 加 括号 后 所 成 的 级 数 仍 收 


Ж.В. НАА 
证 明 и. 
注意 : 原 级 数 收 化 ,加 括号 后 所 成 的 新 级 数 也 收敛; 但 反之 不 然 , 即 如 果 加 括号 后 所 
成 的 级 数 收 化 , 原 级 数 未 必 收 将。 例如 ,级 数 
а= р+а= р +410) + 
k ét + 2де 3k 
1 一 1 十 1 一 1 十 … 十 (一 DD 十 … 


却 是 发 散 的 。 
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性 质 8-1-5( 级 数 收敛 的 必要 条 件 ) ”车 级 数 > un 收敛, 则 它 的 一 般 项 u, 趋 于 零 , 即 


limu, = 0。 
жне 


证 明 设 Уи, 的 部 分 和 为 S, 由 于 必 一 S, 一 Si, 因 此， 


limu, = lim (S, — S1 )= S— S 
证 毕 。 


由 此 性 质 可 以 得 到 判断 级 数 发 散 的 一 种 方法 : 若 级 数 的 一 


0, 则 该 级 数 > u, 一 定 发 散 。 


0 


般 项 u, 不 趋 于 零 , 即 limu, 7 


А = 1 Š , 1 n Же =i ж шп 
ДШ ЕЛЕ г арр >= = іти, 二 1 lim = rsi 去 去 0, 因 此 ， 
这 个 级 数 是 发 散 的 。 
习题 8-1 
‚ 写 出 下 列 级 数 的 通 项 。 
Fa ЖС: 
a) ++ ТАЕ ВЕ ЛАГ ЗА 
4 П | < САРРРЕО 1 =š, a Ee ... 
(3) 0. 9+0. 99 十 0. 999 十 0. 99994 TTMS 
2. 写 出 下 列 级 数 的 部 分 和 ,并 说 明 其 敛 散 性 。 
a) E (2) >; 
п=1 n=l 
Ж : z А 
ч > Мп +1 +n w > (+10) 0% + 2) 
3. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 
3n SME: 2"+(—1)" 

oÈ OPJ о у 25010 yp 

* Ул 4а 2" + 4" 
(4) Sano 6) > TAE (6) У = 

s 2п < 2 

М, > 4n 十 1 3 > n(n 二 1) 


8.2 数 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 


在 一 般 情况 下 ,利用 级 数 的 定义 和 性 质 来 判断 级 数 的 敛 散 性 通常 难度 较 大 ,也 有 一 定 
的 局 限 性 ,因此 在 本 节 中 介绍 一 些 简单 可 行 的 判断 级 数 敛 散 性 的 方法 。 
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8.2.1 正 项 级 数 的 审 敛 法 


定义 8-2-1 车 级 数 Уи, 中 的 各 项 均 非 负 , 即 w 宇 0(4 二 1.2,3,…), 则 称 该 级 数 为 
ETAM. 


设 正 项 级 数 > u, 的 部 分 和 为 S,, 由 于 5„ы = S, 十 wn > S, ХН un > 0,Й| S, > 
0. 所 以 正 项 级 数 Dw 的 部 分 和 数列 {S,) 是 单调 增加 数列 , 且 有 下 界 。 
若 部 分 和 数列 有 上 界 , 则 由 单调 有 界 数 列 必 有 极限 的 性 质 知 , 部 分 和 数列 {S,} 必 有 极 


限 ,此 时 级 数 收敛; 反之 , 若 正 项 级 数 Уа, 收敛 于 S ,那么 根据 收敛 数 列 必 有 界 的 性 质 可 
知 , 部 分 和 数列 {S,} 有 界 , 且 一 定 有 上 界 , 从 而 得 到 正 项 级 数 收敛 的 充 要 条 件 。 


定理 8-2-1 正 项 级 数 > 收敛 的 充分 必要 条 件 是 它 的 部 分 和 数列 {S,} 有 上 界 。 


例 8-2-1 ас i 
解 由 于 元 < 去 ый 
Ü к. Ñ мд. ЇЙ ПОК ЕРРЕТИ! 1 
S, тїт? api zta] Б 1—1 


因此 级 数 的 部 分 和 有 上 界 , 所 以 该 
例 8-2-2 ”判别 级 数 Dats aa p 的 笋 散 性 (用 正 项 级 数 收 敛 的 充 要 条 件 )。 


us 
解 由 于 ww 一 ЕТЕ п 


1? 
1 ü a р. i woi 

S, 人 (5 т]+(% ке (6 =н) 

1 
п+ 1 
иы EF ZRO. 

这 两 个 例子 说 明 ,对 于 正 项 级 数 敛 散 性 的 判断 可 由 级 数 间 的 比较 来 解决 ,因此 而 产生 

了 级 数 的 比较 审 剑 法 。 


三 1 一 


<1 


定理 8-2-2( 比 较 审 敛 法 ) 设 有 两 个 正 项 级 数 Da 和 Dw (n= 1,2, 
3,…),(1) # D on KA У) un 也 收敛 ; DED u REMY o 也 发 散 。 


证 明 设 >), 与 >)uw 的 部 分 和 分 别 为 S, 与 m ,由 于 由 入 w(z 一 1,2,3,…) ,所 以 
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S, ms R= 1,2;3y 


(1) # >) 加 收敛, 则 由 定理 8-2-1 知 ,m 有 上 界 , 即 6 < M. Aü S, < М. S, # F. 
界 ;再 由 定理 8-2-1 я, Уи, ш. 


(2) 用 反 证 法 : 若 SS 发 散 ， MD, 必 发 散 。 因为 如 果 收敛 ,由 (1) 知 ， У, 


п=1 


也 收敛 ,与 假设 矛盾 。 
证 毕 。 
例 8-2-3 пв У) с уут ШИ, 
解 ут ора 个 公 比 g = + 1% 
数 ,因此 它 是 收敛 的 .根据 比较 审 敛 法 可 知 ， аку a s= kt, 
解 aeng DEEI E 是 发 散 的 ， 所 以 级 数 L т 是 发 散 的 。 


з. 


根据 比较 审 敛 


例 8-2-5 讨论 p- 级 数 > EO > 0) MAE. 
Ж 当 p 二 1 时 ,> озса 


当 p 过 1 时 ,因为 十 F> .由 于 调和 级 数 > ”发 数 ,根据 比较 审 敛 法 可 知 ,此 时 p- 级 


数 发 散 。 
当 p>1 时 ,通过 积分 来 证 明 p- 级 数 的 部 分 和 有 上 界 。 
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L 


= “M y = | L Ë 
由 [Le = il =) 

, LL ТЕ 1 МР 1 Р 
所 以 в, <1+ |! 2814101 - )u 1 = 
根据 正 项 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 可 知 , 当 p> 时, 思 -级 数 收敛 。 


综 上 所 述 , 对 于 p- аж у) , 当 p 达 1 时 发 散 ; 当 p 之 1 时 收敛 。 


例 8-2-6 яшан > 


= T 的 敛 散 性 。 


= < .而 级 数 2 是 p 二 2 之 1 时 的 pp- 级 数 , 故 级 数 》) 1 g. 


п" 


Ж 因为 


WSN ARE EBEN SOATI AI EA 收敛 。 

为 了 使 用 上 的 方便 ,下 面 给 出 比较 审 伍 法 的 极限 形式 。 

定理 8-2-3( 比 较 审 剑 法 的 极限 形式 ) 设 有 两 个 正 项 级 数 Si У. 如 果 
n=1 n=l 


іт 48 = 1, 0<1< оо 


m= Un 
则 级 数 Ya, 和 о, 同时 收敛 或 同时 发 散 。 


证 明 由 于 0 所 /所 =” ,于 是 存在 常数 poq AET 
0<p<i<g 


X llim 10 о), A At— п N 开始 有 不 等 式 
>< <a 
即 ро, <u,<qu,, n>N 
(GD 如 果 У), 收 仇 ,那么 wo 也 收敛 ,根据 比较 审 仇 法 可 知 , > и„ WR. 
п=1 п=1 n=1 
(2) # У)о, 发 散 ,那么 》) ро, 也 发 散 ,根据 比较 审 敛 法 可 知 , У) и, 发 散 。 
п=1 п=1 x=1 
证 毕 。 
例 8-2-7 判断 级 数 Уа, 的 敛 散 性 。 
п=1 


解 IDM и, tan 20, k ЕЙНЫ. Ж о, =E 


= 1 


第 8 章 “无穷 级 数 269 


- 


由 于 级 数 D 二 是 一 个 户 = 2> 1 时 的 ажан) 点 是 收 伍 的 .根据 比较 审 
全 法 的 极限 形式 可 知 , 原 级 数 > tan Д. А. 
例 8-2-8 ”判断 级 数 2 —= = www. 
解 u= ВЯ 
1 


lim “© = Vn 二 +2)(n 二 3) — 4 


meo Un I 


n 


由 于 调和 级 数 > 二 是 发 散 的 , 根据 比较 审 敛 法 的 极限 形式 可 知 , 原 级 数 


> ГЕТ = ‚ш. 

比较 判别 法 在 实际 运用 中 需要 找 一 个 已 知 敛 散 性 的 级 数 与 给 定 的 级 数 进行 对 比 ,这 
一 点 不 是 很 容易 做 到 的 。 下 面 给 出 比值 审 敛 法 。 它 在 处 理 通 项 中 出 现 a",n! 等 形式 的 级 
数 时 非常 方便 。 

定理 8-2-4( 达 妆 贝 尔 比 值 审 敛 法 ) 设 有 正 项 级 数 X) u, HURI eE = o 存在 , 则 

(1) 4 o<1 时 ,级 数 收敛 ; 

Pim tl со ЕЧ ЕТЕД 

C2) 当 p> (或 hm 和 一 ur maak 

(3) 当 p=1 时 ,级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 。 

例 8-2-9 判断 级 数 > 5 的 敛 散 性 。 


3"+1 


СЕ = 
пре Ерт А 


Ж “= 


на ge n! Š 3 
атар ар Шр О 


根据 比 什 审 仇 法 知 , 级 数 У) Т 


例 8-2-10 判断 级 数 >) 7 МОИ. 
a=1 n: 


n" Git м 
解 u= етт ,因为 


"+1 а 
lim zt = Jim ч еш БИК] im(1 ++) =e>1 


m u, == (п+1)! mn" m 
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根据 比值 审 敛 法 知 , 级 数 28 = 1 ЖШ 
— Tl ае. 


例 8-2-11 判断 级 数 D 二 
7 十 2 因为 


_ _n+1 РЕ 
解 u= Gray A GF DaF’ 
Jim 8 在 十 2 . n(n+ 3) 1 
inu ИЕЛЕ ЕЛУЙ ml 
时 比值 审 敛 法 失效 ,必须 用 其 他 方法 判定 。 由 于 
_ ?十 1 1 
ма п(п+3) > n+3 
` 1 м А SA n+l p 
而 2 түз 只 是 调和 级 数 去 掉 前 3 i i ERTIGA I r yay 28, 
8.2.2 交错 级 数 及 其 审 剑 法 
定义 8-2-2” 正 、 负 项 交替 出 现 的 级 数 , 即 
> ce bts, иш — ыш ty — шщ + see 
或 КУ 1)"u и F uz —u +u, 
ЖР ,и„:>0(1=1,2,3, 这 样 的 级 数 称 为 交错 级 数 。 
十 寺 一 于 十 … 十 (一 1D) 一 二 十 … 就 是 一 个 交错 级 数 。 


例如 ,1 一 了 
关于 交错 级 数 有 如 下 审 剑 法 。 
如 果 交 错 级 数 Уре (и, > 0;n = 1,2,3 


定理 8-2-5( 莱 布 尼 茨 审 剑 法) 
满足 下 列 条 件 : 
(1) и, 2и,+1(п=1,2.3,--:); 


(2) іти, =0 


则 交错 级 数 》) С D u, 收敛, 并 且 其 和 S 满足 0<S<w 
例 8-2-12 判断 级 数 2 п” 十 的 敛 散 性 。 
显然 u, Sunsi s X limu, 二 lim 十 二 0, 由 莱 布 尼 


二 wun = 


解 ” 此 交错 级 数 u, = 
茨 判别 法 知 , 该 级 数 收敛 。 
例 8-2-13 ”判断 级 数 Sie pu 
nti 由 


= э, 
жЕ2@ re 


解 此 交错 级 数 un 
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V 
n п+1 — Ë 
“ibn 3 дааа) 0 
n[ и, <u,+, + B|! ik ЗЕ 22 8 AS WS E SETE JE ЖОН SOA H ЖЕТЕ. СЛ ВЕЛИ Жр JE ЖУН ЖС ЭЧ] 
别 敛 散 性 ,应 改 用 其 他 方法 。 
XH Flimu, #0 知 ,该 级 数 发 散 。 


8.2.3 绝对 收 售 和 条 件 收 敛 


定义 8-2-3 ”对 于 级 数 У)... HUN tu(n 二 1,2,3,…) 为 任意 实数 , 则 称 其 为 任意 
项 级 数 。 
判断 任意 项 级 数 yw 的 仇 散 性 ,通常 先 对 级 数 的 各 项 取 绝对 值 ,将 其 转换 成 正 项 级 


ЖУ) 1а. 来 考察 。 
定义 8-2-4 若 > l,l 收敛 , 称 级 数 > и, shkak Ж > lun | 发 散 ,而 >) и, 收敛 ， 
则 称 > ww ЖЕНЕ. 


例 8-2-14 判定 级 数 > C D 型 是 绝对 收 全 还 是 条 件 收 全 。 


п=1 


! Ka! 

=й. = 

в >| DE 
lim SH = lim ez pa ўа tim (; + u) lim —1 1 


97у * 
ИСЭ PL SAG VARE EAH, 


例 8-2-15 HE A O D 1 RE ERIKA. 
ж > ача кия 


n 


解 З = у 1 
> Мп +1 „1 Мл+1 
考虑 到 一 二 — 本 Or 一 2,3,…) ,因为 级 数 了 上 是 一 个 p 二 直达 1 时 
у п? n=] n? 


的 广 级 数 , 故 级 数 》 — RS (2 š aux. 
n=1 Nn? п=1 п? 


根据 正 项 级 数 的 比较 判别 法 可 知 , 级 数 > == 85-0 7 
п=1 п п=1 п 


不 绝对 收敛 。 
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янт Ур 1 一 个 交错 级 数 ,满足 : 
由 > р 个 交错 级 数 , 满 
„= 1 > l = йн 
п+1 п+2 
B limu = lim- = 
所 以 级 数 ACD й 
ir ж > М/п-+ 1 ke 


从 而 可 知 级 数 У) 


习题 8-2 


1 = 是 条 件 收敛。 


1. 利用 比较 法 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 


| < 1 
пз > 2 一 1 e Быз š = em > (0+1) 09 +3) 
“УЕЗ (5) È- (6) У): ж 
зай 3 а Мп —2 п=1 
2 A N NE ЫНЫН: 
= n? n! 
之 e > Cnt D! 3) È п" 
S on n10” 
> (5) 21 (6) У ш". Лр 
8. ан: 
= 1 
D У) D DOD 
> Vm > 1 
o Nen я w Ур 1 
> п +1 2 п+ 5 
= жү 1 = as ЭЖЕ 1 
9) > ‹ М int 1) (п +2) 06) 2 Э n? 
ШЕЛ. FIRR SE. ВСК, д ВС да RES 
< 1 as. 
Gy SI о) 5-р 
> A > 
Se a EI (一 2)* 
(3) > De a) э 
и i ГА 
(5) >) C— I (6) 2D 0 
> Vnt3 > G + 1 
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8.3 RAH 


A TAI BJ T E 0022 ЭСИ ЛЕТ BON ЖГ. Ж h IF AR HE ва RORA ЖГ, EEE RRR 

8.3.1 函数 项 级 数 的 概念 

定义 8-3-1 Pu (2) из (а) из (а) ои, Са) е Е Е ТСК 上 的 函数 , 则 表 
达 式 


Du, (z) = u (z) + uz (z) + us (z) + ** Би, (х) +++ (8-3-1) 
n=1 


称 为 定义 在 区 间 工 上 的 函数 项 级 数 , 记 作 Ya, со). 
例如 ,级 数 Dz = Harta H Ha H 是 一 个 函数 项 级 数 。 
当 xzoETI 时 ,函数 项 级 数 (8-3-1) 成 为 常数 项 级 数 ; 


Уи, Со) = u (xo) + us (zo) + 
n=l 


us (xo) +e Би, (хо) ++ (8-3-2) 

如 果 式 (8-3-2) 收 敛 , 则 称 ze 为 函数 项 级 数 (8-3-1) 的 收敛 点 ;如 果 (8-3-2) 发 散 , 则 
ËR ze 为 函数 项 级 数 (8-3-1) 的 发 散 点 。 函 数 项 级 数 (8-3-1) 全 体 收敛 点 的 集合 称 为 此 函 
数 项 级 数 的 收敛 域 ; 全 体 发 散 点 的 集合 称 为 它 的 发 散 域 。 


显然 ,对 于 收敛 域内 每 一 点 z, 函 数 项 级 数 都 有 确定 的 和 与 zx 对 应 ,这 个 和 是 z 的 函 
数 , 记 作 SCz) , 称 为 函数 项 级 数 > u, Ca) 的 和 函数 , 即 
п=1 


>)w(z) = 800), z€ D 
п=1 


8.3.2 震级 数 的 审 剑 准则 


下 面 讨 论 一 类 简单 而 常见 的 函数 项 级 数 , 即 寡 级 数 。 
定义 8-3-2 ЁШ 


Dana” = а Haiz Harz? + ~ Баа" 十 … (8-3-3) 
=o 

52 a, (z=—ze)"= а +a; (x — zo) +a, (z —zoe)° ++ 

n=0 


+a, (z = 20)" + + 
的 函数 项 级 数 称 为 震级 数 , 其 中 a, (2z 一 0,1,2,…) 是 常数 , 称 为 震级 数 的 系数 。 
下 面 重点 讨论 寡 级 数 (8-3-3) 的 收敛 域 。 


(8-3-4) 
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L 


例 8-3-1 Г У)" Г 


й 由 于 У) а" 1а teta ++ 是 公 比 g = х ОНО ВОЧ |х|<1 


MERKATA 1—4 а 121 MARRE lk FAAA а^ 的 收敛 域 为 (一 1,1)。 
车 存在 一 个 正 数 尺 , 当 |z| 二 R ЖОН Ж.И] к >Е 时 震级 数 发 散 , 当 =R 
xz 一 一 R 时 ,考级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 则 称 R 为 震级 数 的 收 伍 半径 。 定 理 8-3-1 给 出 
了 求 收敛 半径 的 一 种 方法 。 
定理 8-3-1 BARR Da", 其 中 w 天 0, 且 lim 


а,+1 
а, 


=p, M]; 


(29 24 0<p< 二 ee 时 ,R 一 二 

(2) 4 p=0 BF,R= +оо; 

G) 4 р= оов, К=0. 

对 >z= 士 R 点 ,震级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 。 此 时 ,要 分 别 对 zx= 尺 和 并 三 一 及 时 的 


情况 对 寡 级 数 进行 讨论 。 
例 8-3-2 ЖИЙ > Z mkate SOR. 
ж 因为 a=} 
p= lim | | = im |2] =1 


故 宕 级 数 2, = каек 1-1, 
当 z 一 一 1 时 , 宕 级 数 成 为 交错 级 数 у) С” наки, 
当 x 一 1 时 , 宕 级 数 成 为 调和 级 数 У) L JERI. 
所 以 等级 数 D) = 的 收敛 域 为 [1.1)。 
例 8-3-3 R ESOB z E IEE AR. 
1 


解 因为 а= 


n! 


ворони D) 27 KIE R= +, 
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` 
这 时 震级 数 对 任何 实数 + Baat УПКЫН Ў) 27 RISH), 


#l8-3-4 RER У) ma" 的 收敛 半径 与 收敛 域 。 
解 因为 аи 


gx 
a, 


o= lim lim 


Kos 


"HJ 


n 


nhl 
一 -一 | ima +1 [| 


lim(n + bhi U + со 


п 
ШЖК D n'a" ASCER = ООВ У) n'a" 仅 在 zx 一 0 点 收敛 。 


例 8-3-5 ЖИЫН >) 127. 的 收敛 半径 与 收敛 域 。 


解 这 个 寡 级 数 中 缺少 偶 次 寡 的 项 , 即 
а» = 0, n= 1,2,3, 
不 能 直接 用 定理 8-3-1 R. пр B N ЛКЕН h SGR oR W 346. 


A = 1 „n+l 
由 于 Un = pn 
1 2 
а [u . | 4Y (n+1)? йы ( п JE pa 
ка| жь е йт 1111 
А"? 


所 以 , 当 于 lz|?<1 Ш.Ш |х|<2 "ынак sa B$, BI |x| >2 时 ,所 


求 宕 级 数 发 散 。 изаи У = ;的 收敛 半径 R—2, 


当 z 一 一 2 时 ,等级 数 成 为 级 数 у) = 20) 1 点 ,是 收 倒 的 。 


щ = 2 M RARUA AS У) Z i. 


= 0 


rtl 


+ 的 收敛 域 为 [一 2,2]。 


ТИ А х= 


8.3.3 жЩ МЕШ 
震级 数 及 其 和 函数 在 其 收敛 区 间 内 有 以 下 性 质 。 
性 质 8-3-1 BIWARA Xar" Ж Ус" 分别 在 (一 Ri Ri) (RRO PK 


设 它们 的 和 函数 分 别 为 S1(z),S;(z), 记 R=min{R; ,Rs), 则 


Daa" + Dor" = У) (a, + b,.)a* = S,(a) + S,(z) 
п=0 п=0 п=0 
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Os 
此 时 所 得 的 等 级 数 У) са, Eor 的 收敛 半径 是 尺 。 


性 质 8-3-2 BRAM Yla" 的 收敛 半径 为 R, 则 和 函数 S(z) 在 (一 R,R) 内 是 连 
ав. f 

性 质 8-3-3 REAM У) ас" 的 收敛 半径 为 RR, 则 和 函数 SCz) 对 (一 R,R) 内 的 任 一 
ГИТСИН 


5' (х) = (2%вх")' = 2 ewe") = 2а" 
RERO U ЛЛК, R oR SP Ja Br f ЖЕ Ж Lj p АЕ ЖСН ЖН] ilk З R, 1Н {ЕК 
敛 区 间 端 点 处 的 收敛 性 可 能 改变 。 
既然 逐 项 求 导 后 所 得 的 震级 数 与 原 索 级 数 有 相同 的 收敛 半 径 , 它 在 收敛 区 间 内 可 再 
次 求 导 ,由 此 可 见 , 寡 级 数 的 和 函数 在 收敛 区 间 内 任意 阶 可 导 , 且 各 阶 导数 可 通过 对 此 震 
级 数 逐 项 反复 求 导 获 得 。 


性 质 8-3-4 HRAM Yla" 的 收敛 半径 为 RR, 则 和 函数 SCz) 对 (一 R,R) 内 的 任 一 
点 工 均 是 可 积 的 , 且 有 
[соаг == [Ces )dz == У ааа = У) л z т" 


ШЖ ПШ ЛИЛ. Н.Л Br 2 О ЕК tj ЖЕФ ЖС A E ЖЕ К. {Н {ЕК 
S< Па до а, AE K e SEPE п ВЕ pk ЛЕ „ 
由 以 上 性 质 可 见 , 笑 级 数 在 收敛 区 间 ( 一 R,R) 内 ,可 以 相 加 、 相 减 ,可 以 逐 项 求 导 , 可 
以 逐 项 积分 ,这 些 性 质 在 求 寡 级 数 的 和 函数 及 把 一 个 函数 用 震级 数 表示 时 ,起 着 重要 的 
作用 。 
х" 


例 8-3-6 R ER Te таа 的 和 函数 SCz) 。 
Е DE ER RER ARROI SCz) , 即 


кү = Е a 2" 
SG) = 27 bs 
由 于 
S'(z)= У) а" = 1—zr+= — xz + 4 С D"z" 十 … 
т. 
= 20 6 
= [ж 1 
所 以 


_ Fa We „3% 
sœ = fis соё = |, ү1— 


dr = А0142), ||<1 


当 z= 二 一 1 р НЫНЕ Ы У) са L RRK. 


п=1 
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当 < 一 1 时 ,等 级 数 成 为 DOD -二 ,是 收敛 的 。 
因此 


DE 


n=0 


z _ 
=== ka Һа +2), z€ (一 1,1] 


例 8-3-7 Ж з. 的 和 函数 SCz) ,其 中 |z| 到 1。 


解 “ 设 所 给 宕 级 数 的 和 函数 为 SCz) , 即 


S(z) = Dnz™! = 1 +2z + 322 + +nz" 十 … 


п=1 


在 (一 1,1) 内 逐 项 积分 ,得 
[swa Pia | Гаа [зеш | T [ta e 
0 0 0 0 0 


r+xz' + jx" + | 
lg 
再 求 导 ,得 
B E Y 1 
в) ‘en (1 — ° 
即 
Daal векі, 
көс (1— х)? ` 
习题 8-3 
1. 求 下 列 竹 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 域 。 
a D>; £ (2) >) m+ Dz" (3% >) а 
п=1 п=1 п=1 
SE ey ИЕ ЛИ 
OQ) > a (5) > уыс (6) > тау 
SV _ 1 1 У Ct 2 SA а 
(7) (z—1) (8): 2 
> Fi > n = ы ыс 


2. 求 下 列 寡 级 数 的 和 函数 。 
(一 ак pn 


(3) > = (4) Data 
=, A 
si a S пб +) „4 s 
G) D ат (|=|< 1) ө ыен a [ж кїў 
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8.4 函数 的 壤 级 数 展开 式 


每 级 数 在 收敛 域内 可 以 确定 一 个 函数 ,下 面 讨论 给 定 一 个 函数 /(z), 可 否 找 到 一 
短 级 数 , 使 其 在 收敛 域内 以 /(z) 为 和 函数 的 问题 。 如 果 这 样 的 宪 级 数 存在 ， нор 
k ле РЕ RUR JF Эу Е ВС |p] 28 o 

例如 ,等 比 级 数 


a+aq +aq? + Бад" o, a> 0 


`4|q|<1 时 ,其 和 为 s= o Bp 


atagtag ta 3 = т, 1911 


类 似 地 ,可 以 得 到 如 下 结论 : 


EF l=24 = Hep" 
= 2)C 158, Jelzi 
n=0 
EF х2 а л + А С 1)" а" 


= Ď CDa, |z|<1 
n=l 


S= 1+а+аб а =), |т|<1 
= 


£ афа + Ба" + = Ја", |z|<1 


l=% п=1 


MRA ттр Ч RRREAM. Ei H TESA E 


PR ЖС k NS ЛА Ж ЖСН] ЕЙ. АТ ДЕЙ ДУ Ç 
8.4.1 泰勒 公式 
定理 8-4-1( 泰 勒 定理 ) 设 函 数 /(z) 在 zo 的 某 邻 域内 有 直至 ?十 1 阶 导数 , 则 对 此 
邻 域内 的 任 一 点 xz, 有 
f(z)= f(x) + re ) С 2504 га 2 Ce— go 


+ a) (== zo)" +R, (x) (8-4-1) 


二 
其 中 ,R, (zx) 二 GTD“ m) e ATF z 之 间 。 


式 (8-4-1) 称 为 fF(z) 的 于 阶 泰勒 公式 ,R。(z) 称 为 拉 格 朗 日 型 余 项 。 
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V 
在 泰勒 公式 中 , 当 ro=0 В. £ fë T 0 55 x Ei g=0+,0<0< 1, М 20 
变 成 如 下 较 简 单 的 形式 : 


z ~ п) 
Уба) = 30004 rt Oa ha pi LO an +R, (а) (8-4-2) 
4 š n 


| _ fetD(0z) pa 
EPR O= рур: Ol 


式 (8-4-2) 称 为 /(z) 的 麦克 劳 林 公式 。 

8.4.2 泰勒 级 数 

如 果 函 数 /(z) 在 ze 的 某 邻 域内 具有 任意 阶 导数 ,而 且 limR,(z) 一 0, 则 级 数 在 收敛 
域内 有 


уе Д7 сЕ Р Lu (z—z)* + E 


аы (r— ra)" 二 (8-4-3) 
式 (8-4-3) 称 为 /(z) 在 点 == xo 的 泰勒 级 数 或 泰勒 展开 式 。 
当 xo =0 时 ,f(z) 的 泰勒 级 数 可 转换 为 
fO) = fo) 4 "ә, ! LO prieg 
式 (8-4-4) 称 为 麦克 劳 林 级 数 或 麦克 劳 林 展开 式 。 


8.4.3 ДЕА 

把 函数 /(z) 展 开 成 + 00 RERA DA F PRIDI o 

1. 直接 展开 法 

直接 展开 法 的 步骤 如 下 。 

(1) 求 出 /(z) 的 各 阶 导数 Са) ,1 (x),…,f"”(z)。 若 在 z==0 处 某 阶 导 数 不 存 
在 , 则 停止 。 

(2) 求 出 函数 及 其 各 阶 导数 在 z==0 ДЬО СО), СО), СО), н, р О) 

(з) ШЖ 

ОИУ TOR js 0 


n! 


FPO) ag 
+" 


(8-4-4) 


并 求 收敛 半径 К. 
(4) 考察 工 在 收敛 域内 时 . 余 项 R,(z) 的 极限 
шак, = lim Котур" 
是 否 为 零 。 若 为 零 , 则 步骤 (3) 中 写 出 的 寡 级 数 就 是 函数 Сл) ЖЕК ЖЛЕ а. 
例 8-4-1 将 函数 Г) е 展开 成 x RRR 
解 因为 JOSE, n=1,2,° 


(0<0<1) 
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所 以 fP (0)=e=1, n=1,2, H f(0)=1 
可 得 震级 数 
1+2+9 Та +d = 
n=0 Л. 
其 收敛 半径 R= 十 >。 
e= as elzl ев 
又 余 项 ІК, Са) | mtr! < GFDI i 


对 任意 z€ (ое, +оо), H EE MEN kuk nf 238 > 55 рея ЖОРОСУ 


KEEA ГҮ =O fi е HDT п 是 一 常数 ,于 是 有 


; g „лн = 
limR,(z) < lim ктуу sorle! 0 
Д  еб=1+х+] +4 Sd + Е z Є (一 co, 十 co) 
Ы п=0 
例 8-4-2 将 级 数 S) = sinr 展 成 x ERR 
解 ” 因 为 ў “co=cosz=sin( 2+7) 
fz) cos [= і х) sin(x і =) 
f (zx) = s [<+ 7), п = 1,2,3,+= 
所 以 feo) = 0, f0) = 1,/”(0) = 0, f” (0) 1.8900) = 0, 
F (0) = 0, f (0) = С 1)" 
即 fo”(0) 循 环 地 取 0,1,0, 一 1,…', 于 是 得 寡 级 数 
z z є д2" _.. = m Кыш 
a-ra AT O D 2 F 
Hiski R= +оо, 
4 поо, 
sin(2 +” ) 
„р 
| 
I "і _ 5 ba 
mem 18 0, <€ (一 co, 十 co) 
д i т я z obs а? ... a “sáp: ... 
所 以 sinz== хт ЕЛШЕП + 1) Ол ЕТИ Т 
yx 1) д2" t 
Ы ч со оо 
之 Gapi “S шаш 
2. 间接 展开 法 


用 直接 展开 法 将 函数 展开 为 震级 数 时 ,由 于 要 讨论 R, C) 4 ws 时 极限 是 否 为 零 
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-要 


比较 困难 ,因此 ,可 以 利用 一 些 已 知 的 函数 展开 式 及 短 级 数 的 性 质 等 ,将 更 多 的 函数 间接 
展开 成 震级 数 。 

例 8-4-3 将 函数 /(т)=созх 展开 成 zx RRR 

#⁄ ”因为 (sinz) 一 cosz ,而 


3 5 ®т+1 
ез p ДЖ as 二 之 s= 
sinz 一 一 3 十 5 +€ +1 


2+1 


> O g ТЕТ Ет 
所 以 ,在 可 根据 逐 项 求 导 的 方法 ,得 到 震级 数 


T a ... " ae: ... 
cosx 1 21 + 11 H€ ) Om! 1 
_ 2n 
af со со 
> Dy ec 
例 8-4-4 将 函数 С) 1а) ЭЕ с ЇЙ Ж. 
Ж 因为 
Fi 
ln(1 +z) = [ IF! 
= Фа? а + Саи —1<ж<1 
将 上 式 两 边 从 0 3] > ЕОС 
MAHOS 2 а ай — + D ыл" ++ 


„зб яй ЇЙ йн 
= > D р 
此 级 数 在 = 时 显然 收敛 , 故 收敛 域 为 (一 1,1]。 即 


Ruas шк РЕ OE 10А НИЧ n gs 
ln(1 十 z) 一 并 2 +yz PEN pr b 2 


= WI тг” setii 
=: 


例 8-4-5 将 函数 (CD 一生- 二 展开 为 (z 十 2) 的 宕 级 数 。 


1 1 l. 1 
4—>= 16—012) 6 at? 


解 ” 因 为 fO) 


又 由 于 
gh =1+4+2++e+= фу. Б 
= 


22,08 


ï a [/z-+2y: _ <N (z+ 25" 
L= (2) = у) =+ 


n=0 
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且 EHB | <ї,ш—в<х<и,їШ, 
ч.л 1 1 їй. 1 15 a 
a а ару В 1—2 625 6" 
6 
уа, х Є (—8,4) 
п=0 
# 8-4-6 将 函数 Г) sin x 展开 成 x ERR 
解 因为 Ga 一 二 ss 一 二 一 二 cos2z 
又 由 于 
2 * а ы š 
WO орар е0 Е ЕЛЕ 
Deri, ¿€ со, фо) 
п=0 2 1” | 
取 =2x,48 


== „у? 
соѕ22 = > (一 0" Са) 


ВА — 2<2:< +оо, В zxE (— оо, +оо), 


= ч P „у? 
yaa = и ш Du = D jr (22) 


2 2 2 2 = (2л)! 
1 S „ @2) 
Е 了 Cn)! 


С i в. сб ws ° 
= z% Ирен Е (е5, Чо) 


“ 例 8-4-7 ”用 级 数 展开 法 近似 计算 SC) Уе а GHEN ЧО). 
解 ” 因 为 


у А. 1 ,1/1Y¥, 11ү 1(1ү 
Уба) = Хе = ез ++ (5) + (+) ++ ( ] 
取 前 4 项 ,得 


jz 一 并 一时 =1 十 过 十 二 十 


22 1 + 0. 33333 + 0. 05556 + 0. 00617 
= 1. 39506 


第 8 章 


无 穷 级 数 283 


习题 8-4 
1. 将 函数 SO ER z 的 宕 级 数 。 
2. 将 函数 /(z) 一 荆 展 成 (zx 一 3) 的 宕 级 数 。 


жж б у= 1 нр 
3. 将 函数 ЛС) ее SI (= DRRR 
4. 将 函数 f(x) 二 lnz 展 成 (z 一 1) 的 寡 级 数 。 
5. 将 函数 SOTEER a 的 宕 级 数 。 
6. 将 函数 SOS A 展 成 (z 一 2) 的 寡 级 数 。 
7. 将 函数 ГО) =a 展 成 x 的 寡 级 数 。 


8. 将 函数 FCz) 一 sinz 展 成 [x 一 至 ] 的 宕 级 数 。 


9. 将 函数 f(x) 二 展 成 (z 十 1) 的 寡 级 数 。 


1 
а? +5х+6 


10. 将 函数 SO ру a СС 20 WER. 


11. 将 函数 S= трауру HD ORR, 


12. 将 函数 SO ap o ССЗ) WER 
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习题 1-1 


本 

2. AUB= (一 ,3)U(5, 十 co) 
ANB=[—10,—5) 
A\B=(—œ,—10)U (5, +20) 
A\(A\B)=[—10,—5) 


з. (1) (一 =, 一 2)U(2, 十 co) (2) (z|=€R,rZ0 Н 292) (3) [-2.+=) 
4) [一 1,0)U(0,1] (5) [21268.25 =e z) (6) [一 1,3] 
(7) СеО я вед) О Гање, Е) 

(8) [ав (a+ )= rez) (9) (—œ,—1)U (1,3) (10) (1, 十 ce) 


1 22 
4. 27799 0 


(1) 奇 函数 (2) WAA (3) 奇 函数 (1) 奇 函数 (5) 偶 函 数 (6) 奇 函数 
(7) 非 奇 非 偶 函 数 (8) 偶 函数 


6. (1) у= УРТ (2) =E (3) y= J te t3 (4) у=-рагезйп 


7. (1) y=/Vu,u=1—z= (2) y=u° ,u=1+v,v=lgr 

(3) y=u?2,u=cosu,u=3=z—2 (4) y=lgu,u=arccosu,u= x 
8. 2—2 
9. 按照 奇偶 函数 的 定义 判断 ,这 里 从 略 


习题 1-2 
1. (1) 前 5 项 从 略 ,limz,=0 (2) 前 5 项 从 略 , 极 限 不 存在 


a 


£ 


2 


3 
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ыз 
2, (1) 极限 存在 ， uwa (2) 极限 存在 ,lim( 一 D)" 一 二 一 0 
(3) 极限 存在 ， ъ= 3 (4 极限 不 存在 (5) 极限 不 存在 (6) 极限 不 存在 
3. 极限 不 存在 
á. G 00 
5. (1) 极限 存在 , lim 2“ 二 0 (2) 极限 不 存在 (3) 极限 存在 ,limlnz 一 0 
(4) 极限 不 存在 
6. lim f(z)=2, Tra lim/(z) 不 存在 
g=] 
Л, СЕ, аус) =2 
习题 1-3 
1. (1) 无 穷 小 (2) 无 穷 大 (3) 无 穷 小 (4) 无 穷 大 (5) ERK 6) 无 穷 小 
2. (1) 当 2—0 时 为 无 穷 小 ; 当 zc 时 为 无 穷 大 
(2) 当 z 一 一 ce 时 为 无 穷 小 ; 当 zx 一 十 cc 时 为 无 穷 大 
(3) 当 al 时 为 无 穷 小 ; 当 zx 一 0+ 或 zx 一 十 co 时 为 无 穷 大 
(4) 4 z—0 时 为 无 穷 小 ; 当 z 一 2 时 为 无 穷 大 
3, (1) 0 (2) 0 (3) 0 (4)0 
4. "4 z—2 时 ,z2: 一 4z 十 4 是 工 一 2 的 高 阶 无 穷 小 
5. 当 z>1 时 ,1 一 zx 和 1 一 zx? 是 同 阶 无 穷 小 ,但 不 是 等 价 无 穷 小 ; 当 z 一 1 时 ,1 一 并 
和 去 (1 一 x?) 是 同 阶 无 穷 小 ,而 且 还 是 等 价 无 穷 小 
习题 1-4 
1. 0007: (500 Ca wt (5) 2% (6)1 (7)3 (8) 5 (9) 0 (10) 2 
1 1 1 1 
ajz айу? (13) = бау—1 a57 10 7 
2. a=1,b=2,limf(z)=1,limfGr) =? 
3. a=4,b=10 
习题 1-5 
LL «29:51 090 = (4) 1 (5)1 (6)= (7) ет! (8) её 09) етт 
(10) е AD) e (12) ет! 
0 n>m 
z. С1) тзп) lim% = іта" 7" = 41 n=m 
о (sinz) 2-01 РЕЧ 


оо п<т 
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5 


1 К | £ 
(2) > 0379 (4) 可 (5) 2 (6) 1 (7) 3 (8) 1 


2] й 1-6 


1. 在 z= 志 处 连续 ; 在 x 一 1 处 不 连续 ; {Е 2 处 连续 。 图 像 略 


2. (1) == —2 是 第 二 类 间断 点 (无 穷 间 断 点 ) 
(2) z 一 1 是 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 点 ) ,z 一 2 是 第 二 类 间断 点 (无 穷 间 断 点 ) 
(3) z==0 是 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 点 ) ,z= 二 kx(k 二 土 1, 土 2,…) 是 第 二 类 间断 
点 (无 穷 间断 点 ) 
(4) х=0 是 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 点 ) 
(5) ==0 是 第 二 类 间断 点 (无 穷 间 断 点 ) 
(6) ==1 是 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 ) 
3. (1) 连续 区 间 为 (一 co, 一 3),( 一 3,2),(2, 十 co) 


ту) =+ lim /Ca 一 一 二 lim/Gz) 一 ca 
(2) 连续 区 间 为 (一 2,2)， lim /(z)=1 
(3) 连续 区 间 为 [4,6],lim/(x) 二 2 


a 


130g 0<4<700 
1. R(q)= 
91000+117(4— 700) 700<4<1000 
2. 90р) =6000—86 
3. 市 场 均衡 价格 ро =5 
4. C(g) 二 180 十 2g, 固 定 成 本 为 Co 二 180 元 ,生产 一 个 玩具 的 变动 成 本 为 C, 二 2 元 


习题 2-1 


1. у 1.-.=3 

2. 切线 方程 为 x 一 y 一 1 二 0, 法 线 方程 为 x 十 y 一 1 二 0 
3. 在 点 (4,8) 处 

4. W 
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要 


“5. /4(0)=0;f-00)= 一 1; 了 (0) 不 存在 
“6. 在 zx 一 0 处 连续 且 可 导 
“T: a=2,b=—1 


习题 2-2 


, 1 1 
1. @) y =i 
z fx fx? 


(3) y'=e*(1+Inz=+=lnz) 
(5) y =z (2Inz=+1) 


(7) y=- 


1 
Ë Jaa 
чин. ЖЫНЫ 
zlnz。ln (lnx) 


2. (1) y'= 
(3) у= 
(5) y = cot= 


(7) yA 
T 
0 __. 
ati Br 
_у+е 
zte 


s 16080059) 
= 1 一 cos(z 十 y) 


(9) у= 


3. () у= 


p (е9 — у) —созх 
(9) у х(Фу—е”) 
dy _ sint + cost 


ылы dx cost—sint 


dy_ EA 
(3) S2=cot + 


5. (1) yy=4e>-1 


(3) 光一 一 2sinz 一 zcosz 
2 
(5) у= а 
(а — 2°)? 
cy 4 ЕЯ 
(7) 429% 
2 
(9) É- 


л 1 
(2) y 一 zzer(3 十 z) 十 一 一 
2 = 


(4) y'=cos2= 
(6) y'=e* (cosz 一 sinz) 


(8) y= (z—2) = 


(oy 
ма-а) 
, 1 
(4) y = 
, 2 ` 
各 三 一 sinln(1 十 27) 
i+2z 
, 1 cosx == 
Ky 
` 2 VI—sinz 
/ 6x 
(10) y =———— 
YE 


,— —ysin(zy) 
ааз) 


(4) y=——e 
4 cosy 十 zey 
一 到 
ву у rte 
dy_ _ 21 
D qk iint 
di 
(4) Jk tant 
(2) Y=—2e *cosz 


(4) r= +62 
(6) у” 2t 
(0—22)? 
Фу 1 
90 т 
Фу 1+; 
ала ар 


附录 A JAER 289 


ө 
„____Азїпу и sin(z=+ y) 
бо (соѕу—2)* 25 [eosGt —1]* 
习题 2-3 


1. dy|.-: 王 0.03,Ay 一 0. 0303 
2. (1) dy=[z2:(3lnz 十 1) 十 es(Csinz 十 cosz)]dz 


(2) dy= esi VE dè d= dx 
> 2 /z=(1—z) ш |x| х*—1 
(4) dy=5z*(1+Inz)d= (5) (+ Ja, 
T z 
(6) dy= (sin2xr+2xcos2x )dx (7) ду=2хе” (1 十 z)dz 


(8) dy=e [sin(3—x)—cos(3— zx) Јах 


3. (D 2z+C (2) Ža+C (3) sint 十 C (4) —-ксоз2г +С (5) ln(1 十 z) 十 C 


(6) — += +c (7) 2JZ+C (8) -Luansz+C 


3 

4. /2==1.414 

习题 2-4 

Е 可 取 г— +З є (一 1,1), 使 得 f (=0 

2. 有 分 别 位 于 区 间 (1,2),(2,3) 及 (3,4) 内 的 3 个 根 

3. W 

4. €=V2 

Pe 下 要 

5. 在 闭 区 间 [1,2] 上 ,可 取 6 一 ,使 得 ge5) 一 gC) 一 2 成 立 

习题 2-5 

1. а 器 (2) 1 (352 Q + (5)1 (6)0 (7) 1 (8)0 2a (10) 十 ce 
(11) 0 (12) 0 (13) 1 (14) 1 

2. 略 

习题 2-6 


1. 函数 F(z) 在 区 间 ( 一 ,1) 和 (2, 十 c=) 上 单调 递增 ,而 在 区 间 (1,2) 上 单调 递减 
2. 单调 递减 
з. EZ, 令 усчо=зуе—(з—--).язнЕ FSSD а 
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= 
4. (1) 函数 极 大 值 为 F( 一 1) 王 10, 极 小 值 为 03) = —22 
(2) 函数 极 大 值 为 (0) 王 0, 极 小 值 为 (2) z 


(3) 函数 的 极 大 值 为 /(0)›=5., 极 小 值 为 D= fG/2)=1 
(4) 极 小 值 为 F(0)=0 
(5) 极 小 值 为 /(0)==0 
(6) 没有 极 值 
5. (1) 函数 f(z) 在 [一 3,4] 上 的 最 大 值 为 f(4) 王 142, 最 小 值 为 f(1)==7 


(2) 函数 /(z) 在 [0,4] 上 的 最 大 值 为 Aam 最 小 值 为 (4) 一 一 4 


6. 长 为 10m, 宽 为 5m 
7. 当年 产量 x 二 300 单位 时 ,总 利润 最 大 , 且 最 大 利润 为 L(300) 二 25000 元 
8. 设 AD=x, 4 х=15 时 ,CDB 总 运费 最 省 


习题 2-7 
1. (1) 四 的 “(2) тй (Зз) 四 的 ” (4) 四 的 


2. 0 {к (—-у.+=) Ежи, ЕИ ( — o0, —-} et, ZR A B AA 
я(—у+%0-у) 


(2) 在 区 间 (2,. 十 ce) 上 是 凹 的 ,在 区 间 ( 一 ,2) 上 是 凸 的 ,曲线 的 拐点 为 (2,3) 
(3) 在 区 间 (2, 十 <) 上 是 凹 的 ,在 区 间 ( 一 <,2) 上 是 西 的 ,曲线 的 提 点 为 [ 2, 艺 


(4) 在 区 间 ( 一 1,1) 上 是 凹 的 ,在 区 间 ( 一 ,一 1D),(1, 十 c=) 上 是 凸 的 ,曲线 的 拐 
点 为 (一 1,1n2) 
(5) 处 处 是 凹 的 ,没有 拐点 


(6) 在 区 间 (=) 上 是 目的 , 在 区 间 (+=) 上 是 西 的 , 曲线 的 拐点 


为 (+ печы ) 


3. а= —2,6=6 
4. 略 
习题 2-8 


1. (1) C(10)=185,C(10)=18.5,C'(10)=11 
(2) í х=20 时 ,平均 成 本 最 小 
2. "4 q=140 时 ,平均 成 本 最 小 ,此 时 的 平均 成 本 为 C(140) 二 176 元 / 件 
з. 当 售 价 p=25 时 可 使 利润 达到 最 大 , 且 最 大 利润 为 L(25) 二 225 元 
4. 当 产 量 为 250 件 时 可 使 利润 达到 最 大 ,上 且 最 大 利润 为 L(250) 二 1230 元 
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= 之 [ 


Q — b. 
12 2 


1.) р 
2 21—р 


(2) Е,06)^ —0. 333. 09209 ЖЕ: 在 价格 为 6 时, 若 价格 增加 1%, 则 需求 


量 减 少 0. 333% 


习题 2-9 


1. K=0 
2. K=2 


3. ten — Tia 2 emak 


4. K=2, =+ 


k= 2a _ (I+4a 2 
14а? 29Р 2a 


习题 3-1 


1. (1) arctanr+C 


z ~ 
(з) +С 
(5) ln |£ | +C 
А. „6 
2. Q) зас 


(3) 


(5) 


8] 
2 
С 320—5 2-С 
3 
l 


2 
(9) ЕЙ кы m. +2z* +C 
5 3 
К) 6666—2356 
(13) = — Загсїапх +C 


(15) —cotz--esez+ C 


3. cosr+e* 


2 2 
л МЕ 
4. 2соѕ = — 22° ѕіп - 


2 2 


(2) 一 2siaz 十 C 
(4) e+sinz+C 
(6) sinz 十 cosz 十 C 


(2) Bzt+C 


W SVE+C 


“d 


ш Ina+1 


+C 


(8) 3e-+2In |+|+C 


(10) +G sinz) +С 


(12) tanz=—cotz+C 
(14) 2° — 2 Багсіапх +С 


016) Lee 
е 
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r- 
习题 3-2 
(1) —eossz+C (2) 30—217 +С 
(3) —cot 5-С O 二 sin(2z 一 5) 十 C 
(5) —e +C (6) е*“-ЕС 
(D 3-02) +C (8) Le +C 
(9) 工 (z 一 3z 十 2)5 十 C 0с 

6 —2 siy 
aD 2/6327" +C (12) 至 [lnGl 二 z)] 十 C 
(13) —2cos(/z= —1) +C (145 ate DFG 
(15) ТЕС (16) +aresin[ ++ ]+C 

6 3 2 

1 2 1 ЕЗ 
(17) —eosz* FC (18) —arctan > +С 
2 2 2 

d9 In |inz | +C (20) (+1) 
уле т TE (22) sin(sinp) 十 C 
(23) z 一 2Vz 十 2In(1 十 Vz) 十 C 
(24) 5 Уатт" 一 3 Zz+1+3ln(+ /z+1)+C 
(25) z 一 4 /z+1+4In(1+ МЕТ) +С 
(26) 二 arcsin2z 十 $V +C 
(27) — e+C 

9 /9+х°* 
(28) 3arcsin V4 一 好 十 C 
习题 3-3 
1. (1) sinz—=essz-+CG (2) хе" +С 

(а) пан (4) zarccotz 十 二 Im PS B +С 
(5) 2//x=]nz=—4/z= +C (6) $arctanz att nata?) HG 


(т) S (sinz—cosz) +C (8) SliwtC 
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V 
әх 1, їй. l) 
(9) —ш®—1+с (10) (= je +c 
Biar = i 
а^ 1281 a +C (12) тагсїап Vx —Vz +arctan Vz +C 
lna Ina Ina 
2. z=f'(z)— f(z)+C 
习题 3.4 
(GD 蕊 Inlz 一 2 一 二 Inlz 二 51 十 C 
2 | 1 r: 1 
(2) 1111 22| 51801 Һа) s arctanr +C 
(Зз) arctan( tan З, u zh [1 上 tan2 z) In|1+tan z| rÇ 


е3 > б 
(4) эш зас 


(5) 24/2 — 21 |+. | +C 
(6) 2 Vz 干 1 一 3 /z+1+3 Vz 干 1 十 6ln(Vz 二 IT 十 1) 十 C 


习题 3-5 

2 
1. 51 (2) ®Ё- (3) 0 (4)0 
2. ME 


з. а) | аа. 较 大 (2) | edz 较 大 (3) | Inzdz 较 大 со | edz 较 大 


1 


习题 3-6 
1 14 99 
1. (1) 2102 (2) 24/3 (8 101 (4) 3 De—l1 (6) In100 (7) 1 
3 
(8) Lee 1) 09) —1 (10) 4—2,/2 an + (12) 2 as 192 an + 

2.61) 1 2 
% (D Ze (2) = 
习题 3-7 

8 x 12 x x зт 
(1)ж (2) 3 (3) Ж 4 (4) 1 (5) 4—2ln3 (6) 16 (7) 3 ln2 


(8) 4(2ln2 一 1) (9) 0 (10) 2x 
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L 


习题 3-8 


1. 


“2. 
*з. 


_1 -io л 
(1) 100e (2) 20 


332-342 
不 正确 。 详 解 略 。 


习题 3-9 


L. 


. 0.09] 


(1) 略 (2) 9.72X105kJ 


习题 4-1 


l; 


2. 
3. 


4. 


(1) 是 ,一 阶 (2) 不 是 (3) 是 ,二 阶 (4) 是 ,一 阶 
(6) 是 ,一 阶 
(1) 是 , 通 解 (2) 是 , 特 解 (3) 是 , 通 解 (4) 不 是 


у= 2+2 
у= пх +2 


习题 4-2 


k 


(1) 1+5 = Сет? 


(5) 是 ,三 阶 


(2) r=Ccos0 


(3) e =С(1+е*)° 


(5) њу+ у= i +e —2 
(7) Iny 1 х —агсіапх+ Т. т 
2 2 4 


. = j: 
2. (1) Inly|=—+C 


(3) Ip=Cx+1 
А 
3. (1) y 一 Cer= 
(3) у= Се? +e 


(5) у= (2+1)е* 


习题 4-3 


3 
1„- XI9 у= рео Са СС 


(2) у ге” зіп ССС, 


(3) у= (х— 3)е +C? БС, х +С; 


(4) у=хагсїапт Lha а?у+Су®+С, 


(5) у= —In|[cos(z=+C,)| +C; 


(6) у= Се 12:46, 
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要 


(4) aretany— z ae + 


(8) уг =3(=—1) +1 
(2) y+ Vy —а? = Са? 


(4) у= а? (21121 +C) 


(2) у=С(х+1)° 
(4) у= —2(е7* +e") 


(6) Wi 
z 


2 
26416. 
2. (1) y=e zT 2 
| ИНИ: с _. О ы 2 
(2) y e FPSO a? (a Deto (2а—а? —2) 


= EA 
(3) ›=(1+ z] 
(4) y=lnsecx 
习题 4.4 


1. (1) y=C,e*+C;,e* 
(3) y=e*(Cicosz=+C;sinz) 
(5) y= (C, +C,z)e* 


(2) s=C, +C,e* 


(4) у= С,соѕ /3z+C,sin V3 x 
(6) y=C, +C, e 


296 ”大 学 数学 ( 微 积分 ) 


жр” 3z — 3 l 
2. (1) y=e*+3e' (2) у=-уе”—-- 
2 2 
(3) y=sin3x 
3. (1) уу —6у=0,у= Се Се: 
(2) 光一 2y +y=0,y= (С, +C,z)e* 
(3) у'+4у +5у=0, y=e7™ (C, соѕг БС, ѕіпх) 
ke = Ü q b ж. ss 
4. (1) y" = 2 +yz 4 (2) у ( zT be 
Ре Рр ды 
(3) у'=гхе (4) у =-ге 
кн | Ë za s 
(5) у =s cosz—-sinz (6) у = 2 sinwz 
== aT сец 9 =e —e- =+ e (z? 
5. (1) у=—5е +е Маг (2) у= е" —e +e (2? — х) 


z 
"g. = (ет —1)+- et 


* 7. s=sint(1— cost) 


习题 5-1 


5 

2. MË 

3. x=(3,—4,15),y=(5,—7,24) 

4. А 点 在 第 四 卦 限 ,B 点 在 第 五 卦 限 ,C 点 在 第 八卦 限 ,D 点 在 第 三 卦 限 

5. W 

6. 点 A F| > О di = V10 ,点 A 到 y 轴 的 距离 d, = 4/5 ,点 A 到 = 轴 的 距离 
d = /18 

7. (0,11, -—2) 


1 
8. 22——(3,1,—2) 
v14 


1 J2 1 х Зх x 
9. 模 : 2; 方向 余弦 : 7， 2 су + ЫЛ: 3° ， 


10, 1 


习题 5-2 


- W as L 0500,59: Rk £ 


154 5VZ 3 “6 
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习题 5-3 


1. 4r+4y+10z—63=0 


2. 球 心 在 点 М (1, 一 2,0) ,半径 为 R= V10 的 球面 
3. у*+%*=3х 

4. 222 — у? — 22 = 15;2а° 25у? — 2? = 15 

5. M# 


6. (1) «Оз Ж E t8 fi Z +HZ = 绕 = 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面, 或 表 
Ж yOz PM EAR HZ — 1 绕 = 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 
(2) «Оу 平面 上 的 双 有 曲线 x? 一 总- 一 1 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 ,或 表示 
yOz 平面 上 的 双 曲 线 =: 一 妆 - 一 1 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 
习题 5-4 


1. 3а? +22? = 
2. № 


6. (1) 4y=2sint (0</<2x) 


R 

| 
3 
8 
2 


=0 
(2) |- l+cost (0</<2x) 
+ 


1. =—2y+4z—9=0 
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>” 


2. 2r—y—z=0 
3. z 十 3y 一 2z 一 14 一 0 
4. (1) yOz 平面 (2) 平行 于 xOz 的 平面 
(3) 平行 于 zz 轴 的 平面 (4) 通过 у 轴 的 平面 


= аб. 
5. 0= агссоѕ 12 


6. 一 4y 十 = 十 2 一 0 
7. 2z 十 7 一 0 

8. у+1=0 
9 


10. g=0 
11. (1) 垂直 (2) 平行 


3 1 
12. ( эйе) 


习题 6-1 


L. v=} 

2. 2,y° 

3. sin? (z+ y) + e°” 

4. (1) D=((z,y)||=|+Iy|<1) 
(3) D=((z=,y)|z' +y <1} 


(5) 要 使 该 函数 有 意义 , 需 满足 


a(l —h’)h 


w 


у20 
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(2) Р={(х,у)|х>у?} 
(4) Р={(х›,у)|4х*+9у*:>36} 


m 0<x=<2 
y> 0 


所 以 函数 的 定义 域 为 D= ((z,y)|0<><2,yZ0) 
(6) р= { (х,у) 1—1<:<1,—2<у<2)} 
(7) р= { (х,у) |ж+у20,2—у2>0)} 
*(8) р= ((х,у,х) 1,2 <r +y + <Р) 


„ол hh 032.20: W= 05) i ` (6) Ц 
“6. 函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 无 极限 (提示 : 考虑 动 点 分 别 沿 z 轴 和 y 轴 趋 于 点 
(0,0) 时 ,相应 的 极限 ) 
习题 6-2 
js ðz де 9z 
1, Ф 0 Bata Jy +3ry (2) — ,3 = =e” +2y 
9z_ 3 Әх 2y де Л би]. 
0 а-а а арна 
(в) 2 = az > (в) 22 一 esinGyP) 2ye*cos(y) 
Әл Jery Әу Лу? =] ыйыы ЫДА С AES 
ny ty 98 —. a ИГ 
(7) FP: (Z 十 l)ertany， 99 хе*ѕес? у * (8) Bz aly o жй 
š ди у „а ¿98 _ | ди _ 
(9) Өз ы „лт, ЭУ” a + z* lnx E zz ааг 
- (10) ди бў) ди z(x— y)! ди _ (х—у)*1п(х—у) 
ar 1+(х—у)”,” ду 1 十 (z 一 7)2 ° 3z 1+ (== у)® 
2. (1) Z, =8у? ,Z =Z, = Ary s Z, =242z2 y—20y° 
(2) 2" = х+2у ” и y ЖИШШ: 
= (жеу? a £ at E ata 
(3) L5 e? y, х" = 27, =(1T+zy)e”> , 2%, = z e? 


z, =2cos(z22 +y )— 4r sinl Hy), y=? p= 4rysinlr +y) 


z, = 2соз(х +y )—4y sin(a? +y?) 


300 ”大 学 数学 ( 微 积分 ) 


要 
де 3z 
3. 3, 3 a le gela 2 
У 155 T 155 
СИЗ Pz 
3. 1, 6 
дхду ә ду? = дд? Е 


4. (1) dz 一 [2zy 一 ycos(Czy)]dz 十 [z2: 一 zcos(zy)]dy 
(2) dz 一 elnydz+ Sdy 


(3) dz= ye?” dz 十 ze dy 
6x 2 


(4) dz= IA dx KE dy 
2 2у 2x 
(5) dz aty dx aty dy 
=, „онш гс 
(6) dz iF dh dy 
* (7) du=zy*lnydzri+zzy™ ldy+ xy" lnydz 
5. 27 
*6. 2.039 
*7. 129.368 
习题 6-3 
dz _ cosr+2x dz ты f sex _ {апт 
ьш dr sinr+z2 ФУ ат © ( £ х? 
> „2 2 
2. D 22. = z(a ynat L GL) 
д2 zty 
де „2 2 
Z а ty)In(rty) + aE ty) 
Sy Ty 
(2) -32 —2ysin(2zy), 2 —2zsin(2zy) 
EE —2rsin(2zy 
де 一 y Iz ® 
(3) az z+y ду z+y 
ðz + gz J д 
(4) Ja TIN ayy gy TTS бузу?) +2y fry,y) 
“СБ) S= fey ry Fyfe ay ту) Жуз ery eyz) 
ди 7 7 ди , 
Эу =х/:(х,лу,луг)+х=/%(х,лу,лув) 9. луз (тотуу) 
dzy de, 1—2 
з. (1) -E2 大 证 = 
dy_ ëy ду__е 
= dz cosy 一 2zy e de 1=—жеё 
д= yz д= хх gz lr 08 y 
шш: 32—=zy 9y 3'—ту (20 92 z ду z 


附录 A JAER 301 


V 
(3) = _ 一 一 - . Е _ 一 -一 (4) z4 X s == 
o g-m AE 
(6) 下 
0) = х 26 Узр 
ogia 
习题 6-4 


1 =% 3 
法 平面 : r—2y+3z+6=0 


БЕ /me 2 
2. WR: 2 2 —16 1 


法 平面 : z 一 16y 十 4z 十 4 一 0 
3. 切 平面 : 2z 十 4y 一 > 一 5 一 0 


5. 切 平面 : x 十 11y 十 5z 一 18 二 0 
ER: 0—1. 007—2. e 


1 11 5 

6. (1) 极 大 值 /(0.0)=0 (2) 极 大 值 F(3,2) 王 36 (3) 极 大 值 /(2, 一 2) 一 8 
(4) 极 小 值 /(1,0)== 一 5, 极 大 值 F( 一 3,2) 王 31 

7. 当 水 箱 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 2m、2m、lm 时 ,水 箱 所 用 材料 最 省 


“8， 当 两 直角 边 都 是 -全 时 , 周 长 最 大 
J 


"8; QL 128.8) =, Qk (128,8) —90 


习题 7-1 


1. 1) Зя (2) ак 


2. (1) 121, (2) L<I, 
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g 
9 9x 
3. (1) 0<I<2 (2) 36х<1<100х (3) ‚р SP 
"4; Q= [есу 
b 


习题 7-2 


1. (1) X 型 表示 : {(х,у)|0<х<1,0<у<1—т} 
Y MRR: ((z,y)|0<y<1,0<+<1—y) 
(2) X 型 表示 : {(х,у)|0<х<1,х<у<2х}\){(х,у)|1<х<2,х<у<2} 


Y 型 表示 : (G,y)|0<y<2,2-<x<y) 


(3) X 型 表示 : (су) 2, L <y<2) 


Y 型 表示 : [e z<, 


(4) X 型 表示 : {(х,у)|—2<х<2,0<у</1—х°* ) 
Y 型 表示 : ((х.у) 10<у<2,— V4- у <x< /4—y ) 


2 К) 201 (2уе* (35 Leen eT (4) > 
6 9 sinl 
(5) 55 (6) F (7) 2 
ү 4 x= 
3. Гео = | dz| /(х,у)ду 
° da 
b 
[| m № = = 
[у (zyy)dc = [Фф] Лева 
b 
i Vy 1 
4. œf af fry dr =Í dz| ,f(z dy 
° "Jy ° JP 
1 ре e [m 
(2) Í dy| /(х,у)4х -Í dz| /(х,у)ду 
0 е 1 0 
2 r: 2 э 
(3) | dz| J (zyy)dy = Í af f(z,y)dxz 
K mg ДЫ 
ü 1 1 Му 
(4) | dz| ,f(z,y)dy = | dy| f z.y)dy 
° J> ° “Jo 
一 4 3 1 ж 3 
SM (Ma (3) 64 (4) 2 3 (5) 2 


1 Iz 1 1 Ts zy 
1. œf а | у | /(Сж»,у,)де o а | ay | f(zr,y,2)dz 
1 -V ° ° ° 


++ 
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V 
3 a. TKR 
2 2 8. 27 4. 18 5. ТК 
16 7х 
6, (1) 3" (2) Т2 
*7. 8х 
3 
“8, ны (1 一 costa) (提示 : 球面 的 方程 为 zx 十 y 十 (z 一 a)? =а? ‚а? ty H 
2az 。 在 球面 坐标 下 此 球面 的 方程 为 r? = 2arcosp BI r= 2асозф) 
习题 7-4 


(1) Ra(e — sinacosa) (2) VE (3) 2а w (2+) 2 (5) 9 


буа е) 
2 
习题 7-5 
4 87 1 
1. (1) 0 @) 5 03) — 2r (4) 1 (5) 2 
` Р(х,у) + О(х. у) | Р(х,у) -220(=х,у) 
2. o j == тл (2) | = лл ==, 
я V2 L VIF 42° 
习题 7-6 
3 2 
E. g ta 


2 
“2. (1) 12 (2)— xab (3)0 ср =m 


1 2 
(2) 236 (3) 62 wf epCoadz 十 | ywdy 
2 1 


3 


к ЖТ s 1 1 s.s „2 m Жы aš — A 
t WSA F2ay + у (2) 72у (3) z“y D 本 十 工 3 zy 3 


习题 8-1 
_ +? 
1, ҖЫ зш, Эп 1 (2) u,= э" 
= k... . Ë _ 1 
(3) а, =1 To" (4) u, Cn DnD 


2. (0) в.=з[1—(4-)`] ,收敛 (By Sy PEDA. о 
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= а — 1 
(3) 5,= Vn 十 1 一 1, 发 散 (4) S,=> ppr Kak 
3. (1) 发 散 (2) 发 散 (3) 收敛 (4) IA (5) 发 散 (6) 收敛 (7) 发 散 
(8) 收敛 
习题 8-2 


(1) 发 散 (2) 收敛 (3) 收敛 (4) 发 散 (5) 发 散 (6) 收敛 

(1) 发 散 (2) 收敛 (3) kak (4) 收敛 (5) War (6) 发 散 

(1) 收敛 (2) 发 散 (3) ИЖ (4) Rà (5) ké (6) 收敛 

(1) xe (2) 绝对 收敛 (3) 发 散 ” (4) 绝对 收 僵 (5) 条 件 收敛 
(6) 条 件 收敛 


Р о m > 


习题 8-3 
1. (1) R=1,[—1,1) (2) R=1,(—1,1) 
=ar sA jt 1 
(3) R=3,(—3,3) (DR 5 '[ е) 
(5) R=1,(—1,1] (6) R=5,[—5,5) 
(7) R=1,[0,2) (8) R=1,[—3,—1) 
ор Фк ды Л 
(9) R=1,[—1,1) (10) R | 3 % 5: | 
1 
2. MD 500 = тру" 1811 (2) S(x) =агсѓапх, |2|<1 
(3) S(z) 一 一 In(1 一 z),zE[ 一 1,1) (4) S= r z€ (1, 
(5) S 1 In Бак: + l arctanz— z, |x|<1 
4 I= 2 
mk ы 
(6) SC rel<1 
习题 8-4 


1. 10-2", E 52) 


п=0 


2 DOD ZG — 3". Є (0,6) 
= 


š (0) Є (0,2) 


а. DOD т0н, € 0,2) 
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要 
; Ge (— co, + оо) 
D a er E 
> Cina)" zz € (一 co, 十 co) 
Е | 2 96 aii жү" 
? > 1" b-i) | > 1)" Ë 71) х Є (9, Боо) 


2 
二 1 
Ун v(i >=] Б", € 2.0) 


一 0 
"Жз 6 >a] 2)",= € (一 3, 一 1) 


(з etree (—8,—2) 


We: (1 н) 3)". Є (4, — 2) 


附录 BB 


B.1 含有 ax 十 b 的 积分 (a #0) 


dë _ 1 А 9 
Йй бое a ln|ax +b|+C 
Í 1 
9 =} “ "一 ee og „1 M 
2. | (ez + b)“dx= Ieri (ах +b) FC Xp 1) 
Р: а. Ө i 
3. TE 干 5dz 22692 b—bln|ax +b|) +C 
2° 二 Лр 5 2 P 2 ` 
二 二 =з [ z (ах +b)? —2b(az +b) +P In|az +b| l° 
dx 1 ах +b 5 
5 = 
> J] 2(ах Ы) b i & TE 
dx 1 a ах +b š 
6. x? (ax + b) bs” p Б = те 
Í ж 1 1 b 
„= х b E Р 
° (ax 有 {вал һә] ах і 
Z ас = 1 (а= ЬЬ 25 |ах 
8. ТЕН yz qz = +b bln | az 
9 dx т 1 1 13 
“Ја(ах +6)? Бах +Ь) b 22 


B.2 含有 Max 十 b 的 积分 
10. | d= a ЕС 
3a 


11. fe ax +bdr = 15220302 — 20) V (ах +6) +C 
оа 
12. | а bär 记 > (15а®х* — 12аБа:-Е®ЎУ Vaz FOF +C 
оа 
13. | —“ qx = 2 (ат 2b) Jaz Fë +C 
ах +b = 


— —— 


积分 公式 ”307 


附录 B ® 
V 
i 2 
14. © === i даь +86) Jax Fb +C 
MG Be 
ч Мах +b +4 
РЕНЕ ren [ЕЁ сд Е +c b=0 
16. | Мат ЕЁ 
2° 2—2 bz 2b. 
[ Мах +b | dx 
17. | —ie = 2 Мах F Á 
= х darth 
18 [222% мах +b | а ( dr 
z’ 2 2 Jx /ах+Ь 
В.з 2A х +а 的 积分 
dr _ 1 = 
19. | = q aretan т +C 
20 Í dx z 2—8 dx 
` J FF 2(n— Daela pa n Da?) (а? aT 
de _ 1, |—а 
21. = р |2 HG 
В.4 含有 ax’ 十 b(a 之 0) 的 积分 
КЁ ын [= +E b>0 
терс и 
"Јах? +b 1 
一 一 一 ln yle b<0 
2 /— ab ав к= 
у А 2 
23. | ғу zarlar +016 
3 „м “| dx 
di TETH a alax’ +b 
dx £ z 
a еу rd С 
26 dx 1 а | dx 
° J alaz 4-Б) br b Јах? +Ь 
dz laz” +o] 1 
# sqa и ы т зы? С 
dx En 1 | dz 
8 (ах? +6)? 2b(az2 +b) с ах? Fb 
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L 


В.5 含有 ax? 十 jx 十 c(a 之 0) 的 积分 


arctan 2530802 +6 b? < Дас 
r ak Дас — b° Дас — b? 
29. | 一 一 一 一 一 
3 az" 十 如 十 ce 1 2az 十 0 一 Vb — 4ac 
In +С 6? 2 4ас 
Vb — Дас 2az 十 5 十 М — Аас 
[ x „— i ч Я | dx 
39: ах? + hx е” эдіа|ағ tartel Za J az’ trte 
B.6 AVi +a (a 之 0) 的 积分 
31. dz arsh 2 +C, = ln(z+ Vx Tat) +C 
J x? +a? a 
dx ¿Ë 
32. = +С 
J (x? + a°) а? z +a 
33 T dr = Vz +a +С 
П а? 
34. | Z алы 1 g 
(х* +a’)? 2 + a° 
„2 á 2 
35. | -天 二 =+ VZ Fa —S-In(z Ма Tat) +C 
а-а 
„2 i 
36. Í = dz £ ——+In(z+ М Ба?) +C 
€x tayr ata 
37 Í dx 1| 2° ta +C 
a ya Fak w [=] 
зв. | ‚лр “аг Gs 
х? EFR „ы 
Я 2 
39. Í ata de = 5 Ма +а? + аб + Ма Ба?) +C 
40. | Ус Tatas = 024° 45a?) Va Fa + satina + Va Рат) +C 
41. f- 2° +a dx = + (а? +a) +С 


e 4 
42. fe Ма? F a dr = gr +a) М? Fa -paet Ма? +а?) +С 


/z+a _ г T 22 a —а 
43. t = VZ +a de TS 


44. | — dz уле 十 ln(z 十 VE ат) +C 
В.7 E Vea (a 之 0) 的 积分 


|z] 


45. | dz сеге = +С. In|z+ а |+С 


附录 B ”常用 积分 公式 ”309 
Y 
dx z 
46. j = +С 
а" a’ Vx — a° 
47. | = dr = Vx —a +C 
A — Е 
1 
48. | £ © 
(а= =” 
2 
49. | б М7 а? 9 In|z+ V 亚 一 到 | 十 C 
а —а 
2 
so. | L |а а |+C 
(z? — а?) x? — a? 
51. | da arccos 74r +C 
æ Ма? а? EJ 
=, рыр, ! 
5з. | 一些 一 ~- =—4 +c 
= 
53 2 — а dr = = Sr а? ы + Ма? — а? |+с 
. 2 s In|z- YY —а 


ы. | GaN de = Elat —5а*) Vaa + аа |а ат |С 


ат КЕ 


а 4 
56. | z: Ма? — a’ dx T (22? — a?) Ма? — a Fle Сз? а |+C 


зв. | Eae Z= ый L =a 6 
T T 
B.8 2A /a'—x (a 之 0) 的 积分 


T 
= arcsin — + C 
a 


dx 
59. J 


60. de Z ë 
61. 
62. Z dr l _+€ 
Са? == 2779 а? а 
r 2 2 
63. = dr T [a — а? + ©-агсзїп £ + C 
4 а аб 2 2 а 
2 Я 
64. z dz z arcsin 2 +C 
Са? =F а? —а? а 
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65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


75. 


76. 


А 


78. 


v 
F ЛЕА Z— 2 
dz 1 Ing Ма ус 
J а А-7 а [=] 
( dx Ма? — z +С 
а? Ма а ах 
r Б. 2 
а — х* dz = 2 Ja — а? + —arcsin Z + C 
J 2 2 а 


" 


(а? —z2)° dx gSa 212?) Ма? — x? + Satarcsin “pe 
a 


|: e= zas =—-. Лау +C 


其 "Y P = 
а уа айат (да? — а?) уа? a + garcsin — L C 


8 
r ER ха Гат: саш) 
ма T dr = Ма? а? Баја $ Те] 一 十 C 
£ х 
r =, ep 3 Ж — a " 
2 dz = — arcsin =+ C 
т 22 а 
含有 V 士 ax: 十 bx 十 cl(a 之 0) 的 积分 
f dz 1 
|2az 十 4 2/а ~ Мах For Te |+ C 
[ ах” Fier Fede ашай artiste 
4a 
rE ana ә 十 0 十 2Va + Jax? +br + c |+с 
8 Ма? 
= dx І алх? +2 Fe 
Мах? 下 Ex 于 w 
2 “=i |2az 十 0 十 2Vae。Vazz 十 巡 十 c I+c 
dz 1 arcsin Zn =p +C 
с -Е®ж—ааж*" Va b? 十 4ac 
2ar —b b° + ac ‚„__2аж—Ь 
сбх am іх с а —аш + arcsin +C 
4а 8 Va „0? 十 4ac 
[ z 1 b qu | 
dx Jet be —ax° + arcsin E 
Ма аз? а 2 Мат МБК + 1ас | 


B.10 &Я,/+*—©Ёзў./(х—а)(Ъ—х) 的 积分 


79, 


80. 


x—b 


| 的 [к= +0 ааа + /| z—b |) +C 


ER: [=а a [И 
Í Dat ( 工 一 0) бесш (0 一 a)arcsin а 


附录 B 


积分 公式 ”311 


- 


ы. Га 
М(х —а) 0 — х) 


а. | (2 —а) 0 — х) dz = 


2агсѕіп 


2-а LC (a<b 
=a 
а—6 


22 


Ce —а) 0—2) 


в.п 含有 三 角 函 数 的 积分 
83. | sinzdz =— созт + C 
84. [ағ = sinr + C 
85. | tanzdz 一 一 In|cosz| 十 C 
86. | cotzdz = ln | sinz |+ C 
87. | seczdz = In Е Э] FC = 1а | secx + tanz=|+ С 
88. | csczdz = In | tan 2 | С = In| cscx — cotr|+C 
89. | secszdz = tanr + C 
90. | esczzdz =— cotx + C 
91. | secztanzdz = secx + C 
92. | csczcotzdz =— cscz + C 
93. | sinmzdz = = — —sin2+ + C 
94. | cowzdz 一 至 十 十 sin2z 十 C 
ШШ. үн МЕЛ. аай | inn- 
95. | sin"zdz 一 一 Sin" созт 十 — sin хах 
96. | cos"zdz = т.605" Zsinz + ЕЕ | cos" rdx 
f dz 1 cosx й— 2 | dx 
в sin" п 1 Бш š> п 1) SI" 22% 
98 [ dr _ 1 sinx п—2 ат 
“Шей w=1 бот 0—17 еб abs 
99. | cos"zr sin"=dx = l cos" lz sint! x + 21 1 | соз* ?7 зіп" ах 
т+п т+п 
=š э. зу n —1 | т. „сй 
алны кез шы CE “Jx he ар cos"= sin" xdr 
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= 
100. Í ѕіпа х cosbr dz 一 一 zg +b)r— zo poa =b FO 
101. | sinazsinpz dz 一 一 zarge па 25 с руза 一 其 十 机 
102. | cosax cosbr dz = zo rge toz +z —узїп(а ачыс 
103. dz 一 2 arctan нас ава БС (а? > №) 


а + bsinz Ey Глу 
atan ri 十 下 一 yF —a 


104. |. 82 L in HC (а <b) 
айг JP a |an Hot =. 
( dx 2 a +b а— х | 2 2 
105. ааа P arctan( = Fo” 2 J C (a >B) 
x a+b 
Р тап — + 
пов. | — E 1. [Ebon NP LG Z B) 
а 十 bcosr a+bNb—a 工 а Fb 
2 &—а 
dx 1 b 
107. ТРЕЕ nE 起 aretan 人 a tanz) C 
Ü dx 1 btanz +a 
108, a?cos’ z — b° sin? + ЕБ ЕЕ = а 6 
109. | zsinazdz = зал = 二 eeosaz +С 
2 1: p Ж ‚ 2 | 
110. | х®зїпалхах m eosam FH- 2 manam +- yeosam tC 
a a a 
111. | zcosazdz = 1 созат + 二 sinaz +€ 
a 
2 1.25 2 е 
112. | z22cosaz dz Sina + —yzcosazxz zsinax + C 
a a 
B.12 含有 反 三 角 函 数 的 积分 (a >0) 
113. | arcsin = dz = хагсѕіп a “E a° —4* HE 
N h 2 2 А 
114. | хагсѕіп dz = Е Е Jaresin T L= Sa- +C 
a 2 4 a 4 
š А з Ë 
115. | z'aresin Zdr = arcsin = + + +24?) Zat —z*° +С 
116. | агссоз а dz = хагссоѕ Е а? —2° С 
f 85 а? _@ £ Е 
117. | хагссоѕ 二 dz ( Jarecos а? — HE 
J a 2 4 a 4 


118. 


119. 


120. 


121. 


=— oO r,,—— 


附录 


党 


积分 公式 ”313 


要 


3 
| areco ‚де = “гагссоз = = To’ +2a?) Va — z +C 


А 


arctan Sde = zarctan 2 一 Sln(a’ +22) +С 
| zaretan Tdr L (a? +a? )arctan Z — 42 +C 
a 2 a 2 
т 3 ч 3 
a arctan dr = “—агсїап Z а = аба +2) +C 
а 3 a 6 6 


B.13 含有 指数 函数 的 积分 


122. 


123 


124. 


125. 


126. 


127. 


128. 


129. 


130. 


131 


ddr = 1-49 +C 
Ina 


A [= dr = Al +С 
а 


ле dz = Lame =e" +C 
a 
д"е dx = "е — [zea 
a 
zardz = — a" — 1 a" +С 
1па (Ina)? 
ainme А р | aarda 
1 Ina 
or c; I аем; 
е“ sinbx dx ажи (asinbx — bcosbx ) + C 
p 1 ра 
е“ соѕрт dz = ри“ (bsinbr + acosbx ) + С 
е“ sin"bxdr = =L И зіп" br (asinbr — nbcosbz ) 
а + b°n 
2 поо = DD | As ¿S aa. А 
a pen )° sim br dz 


А Í e™ cos"bzdr = == cos"! br (acosbz + nbsinbz ) 


_ nG = Do 


а: nm? 
е“ cos" 2 bx dx 
а? + b° n° 


B.14 含有 对 数 函 数 的 积分 


132 


133 


134 


135 


136. 


Ы | lnzdz = xlnr — x +C 
š йе = In|inz=|+ C 
工 ln 
| zalnzdz = m а" (inz = + С 
k D. atr п+1 


b | (lnz)"dz = х (Inz)" 一 n| ne> de 


| ja” m "14 
Е (lnz)"dz н Т (Inz) ЕЕ Cins)" dr 
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137. | shzrdz 
138. Гаа 


139. | thrdx 


L 


B.15 含有 双 曲 函数 的 积分 


= shz 十 C 


саа +С 


ln chr + C 


140. [ sh2zdz 一 一 = + + sh2z +C 


141. Гага = <" + зһ +С 


В.16 定 积分 


142. cosnzdz = Г sinzzdz = 0 


一 


143. cosmzsinnrdr = 0 


一 


144. cosmxcosnzdr = | 


-r 


145. sinmzsinnz dx 


-r 


к 


146. sinmzsinnrdr = Í 


147. І, = Ë sin"zdz = | sosadz 
0 0 


0 


x 
0 


x 


m= п 
т=п 
т=п 
т=п 
0 т=п 
созлзтсозпхёт = | д 
> т=п 


(a 为 大 于 1 的 正 奇数 ) ,也 二 1 


2 
3 
1 
2 


z iÉ == 
2 (n 为 正 偶数 ) ,有 一 2 


